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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. COMENTARIOS INICIALES

Un sistema axiomatico es la forma acabada que toma hoy una teoria
deductiva. Es un sistema donde todos los términos u objetos no definidos
y las proposiciones no demostradas se enuncian explicitamente, siendo estas
ultimas, fijadas como hipotesis a partir de las cuales pueden construirse las
demaés proposiciones del sistema, siguiendo unas reglas légicas perfecta y ex-
presamente determinadas. El encadenamiento légico que se hace a partir de
las hipétesis, constituye la demostraciéon. La necesidad de términos no de-
finidos y proposiciones no demostradas se debe a que es imposible llevar la
definicion y la demostracién indefinidamente.

Mediante la demostracion, se establecen nuevas proposiciones o relacio-
nes entre los objetos a partir de las relaciones dadas como axiomas; luego
se hace necesario nombrar o definir los nuevos objetos que verifican estas
propiedades; es asi como la demostracion y la definicién corren de la mano.

Definicién y demostraciéon son en consecuencia, las dos operaciones fun-
damentales mediante las cuales se desarrolla una teoria deductiva.

Dentro del desarrollo axiomatico griego, las nociones y principios se cons-
truian con fundamentacion en el mundo exterior, es decir, se pretendia que
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los axiomas respondieran a la realidad y fueran asi mismo auto-evidentes;
este tipo de axiomaéticas se han denominado genéticas o materiales, aqui los
axiomas tienen un contenido y un sentido.

En la geometria desarrollada por Euclides, los términos primitivos como
son: punto, recta, relaciones de incidencia, orden y congruencia tienen un
contenido “material”e intuitivo evidente, sin embargo, en el desarrollo de su
fundamentacion se prescinde de este desarrollo material e intuitivo.

En oposicién a la axiomatica material, se estructura lo que se ha de-
nominado un sistema axiomatico formal, en el cual los elementos primitivos
carecen en absoluto de contenido y son las piezas de un puro juego sin sentido
material en si mismo. El sentido viene definido implicitamente por las reglas
del juego construidas por los axiomas y las reglas logicas de demostracion.

En un sistema formal, los axiomas no tienen caracteristicas de auto-
evidentes, son simplemente premisas, puntos de partida para el desarrollo de
resultados posteriores. En este sentido, de las proposiciones que se concluyen
de los axiomas por medio de reglas logicas, diremos que son formalmente
validas, es decir, que existe una filiacién logica entre los axiomas y dichas
conclusiones.

De otra manera, podemos entender la “verdad” matemaética como una
verdad implicada, donde el antecedente esta constituido por los axiomas y el
consecuente por las conclusiones.

En sintesis, una teoria deductiva bien estructurada, debe cumplir las si-
guientes condiciones:

1. Enunciar explicitamente los términos primeros, con ayuda de los cuales
se propone definir todos los otros.

2. Enunciar explicitamente las proposiciones primeras, con ayuda de las
cuales se propone demostrar todas las demads. Estas proposiciones se
denominan axiomas, la eleccion de estas proposiciones llamadas axio-
mas es en gran medida arbitraria, dependiendo en gran parte de los
gustos del autor que esta desarrollando la teoria, en general el autor
busca que sean simples y no demasiados numerosos.
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Los axiomas deben verificar a su vez tres propiedades:

» Consistencia: se refiere a que no hallan dos teoremas deducibles
a partir de los axiomas y sean contradictorios..

» Suficiencia: se refiere al hecho de que todo teorema sea deducible
a partir de los axiomas y solo de ellos.

» Independencia: por razones de economia también es deseable
que sean independientes, es decir, que ninguno de ellos sea dedu-
cibles de los otros.

Las dos primeras (consistencia y suficiencia) son imprescindibles en
una teoria deductiva y la tercera (independencia) es deseable, es de-
cir, la condicién de independencia entre los axiomas, no es requisito
indispensable en el desarrollo de una teoria axiomatica, simplemente
asegura que la teoria tenga el minimo de supuestos teéricamente nece-
sarios (axiomas). En la practica, esta condicién no se respeta, ya que no
introduce contradicciones y permite agilizar el desarrollo de la teoria.

3. Que las relaciones establecidas entre los términos sean tunicamente
relaciones légicas, permaneciendo independiente del sentido concreto
que pueda darse a los términos.

4. Que en las demostraciones sélo intervengan estas relaciones, lo que
prohibe “tomar prestado algo”a la consideracién de las figuras.

1.2. METODOS DE DEMOSTRACION

Hemos dicho que en matematicas la verdad esta constituida como la va-
lidez de una implicacion de la forma H = T, donde H es el conjunto de
hipotesis y T la conclusion a la cual se desea llegar. Esta implicacion, esta
regida por un principio filoséfico que establece que: “De la verdad no se puede
seguir la falsedad”. Este principio constituye la fundamentacién del método
de demostracion denominado “directo”, el cual consiste en partir de unas
proposiciones que se admiten como ciertas, denominadas premisas y después
llegar mediante una cadena de implicaciones légicas, a una proposicion final
llamada conclusion o tésis.
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Se puede establecer una equivalencia entre las proposiciones H = Ty

—-T = —H llamada esta tltima, el contrarreciproco de la proposicion inicial.
Este hecho permite establecer un método indirecto de demostracion, denomi-
nado método de demostracién por el contrarreciproco. El método consiste en
demostrar —=T' = —H, en lugar de H = T'. La demostracion de =T = —~H
generalmente se hace usando el método directo, o sea, asumiendo la negacién
de la tesis (—=7) para concluir la negacién de la hipétesis (—H).
Se dice que dos proposiciones son contradictorias cuando una es la negacién
de la otra. Una contradiccién, entonces, es la conjunciéon de una proposicion
y su negacién (Q A —@Q), por tanto, una contradiccién siempre serd una pro-
posicién falsa.

Cuando en una demostracién se establece una implicacién de la forma
-P = Q A —Q, por el contrarreciproco podemos establecer como vélida
la proposicion Q) V =@ = P. Esta implicacién tiene como antecedente una
proposicién verdadera denominada tercero excluido y, por tanto, de dicha
implicacién se puede concluir que P es verdadera. Esta situacién permite
estructurar otro método de demostracion indirecto llamado “Reduccién al
absurdo” ¢ “Método de contradiccién”. Para la aplicacion del método se uti-
lizan los siguientes pasos:

1. Introducir la negacién de la conclusion deseada como una nueva premisa
(axioma).

2. De esta nueva premisa, junto con las premisas dadas, deducir una con-
tradiccion.

3. Establecer la conclusién deseada como una inferencia légica deducida
de las premisas originales.

Este método es uno de los clasicos en las demostraciones matematicas y en
particular, en la Geometria frecuentemente se usa esta forma de razonamiento
en la demostracion de los teoremas.




CAPITULO 2

AXIOMAS DE INCIDENCIA
Y ORDEN

En este capitulo, comenzaremos dando los términos y relaciones primiti-
vas de la geometria, y su conexién por medio de los axiomas. A medida que se
van presentando los axiomas, se deducen los teoremas que se desprenden de
ellos, como también las definiciones necesarias para caracterizar los nuevos
objetos.

En la formulacion que adelantaremos, asumiremos el manejo de la logica
y de la teoria de conjuntos, aunque en algunos puntos haremos hincapié en
el proceso légico de las demostraciones.

2.1. ELEMENTOS GEOMETRICOS

1.1 Términos primitivos: punto, recta, plano, espacio.

1.2 Relaciones primitivas: estar en (pertenencia), estar entre, congruente.
Estos términos y relaciones primitivas, se pueden relacionar mediante
enunciados tales como:

El punto A esta en la recta [.
El punto B esta entre los puntos A y C' en la recta [.
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1.3 Axiomas. Los axiomas se dividen en seis grupos a saber:
Grupo I. Axiomas de incidencia.
Grupo II. Axiomas de orden.
Grupo III. Axiomas de congruencia.
Grupo IV. Axiomas de continuidad.
Grupo V. Axiomas de paralelismo.
Grupo VI. Axiomas de area.

2.2. AXIOMAS DE INCIDENCIA

1.1 Dos puntos distintos determinan una recta y solo una a la cual pertene-
cen. Por un punto pasa al menos una recta.

1.2 A toda recta pertenecen al menos dos puntos distintos.

1.3 Dada una recta, existe al menos un punto del espacio que no estd en la
recta.

Definicién 1. . Puntos colineales son aquellos que estan en una misma recta.

1.4 Tres puntos distintos que no estan en una misma recta, determinan un
plano y solo uno al cual pertenecen. Por dos puntos distintos pasa al
menos un plano.

1.5 A todo plano pertenecen al menos tres puntos distintos no colineales.

1.6 Dado un plano, existe por lo menos un punto del espacio que no esta en
el plano.

Definicion 2. . Puntos coplanares son aquellos que estan en un mismo plano.

1.7 Si dos puntos de una recta estan en un plano, la recta esta contenida en
el plano.

1.8 Si dos planos diferentes se cortan, su intersecciéon es una recta.

Observacién: el axioma 1.8 establece que si dos planos tienen un punto en
comun, tienen un segundo punto en comun y en consecuencia, una recta
comun. Notacién:
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i) Para designar puntos, utilizaremos letras latinas maytsculas.
— —
ii) Para A, B puntos distintos, notaremos por AB é BA la recta a la cual

pertenecen estos puntos, o también por letras minusculas latinas.
<

Asi, por ejemplo, nos referiremos a la recta AB 6 a la recta [ , (ver
Figura 1.).

Figura 1.

Teorema 1.

Si dos rectas diferentes se intersectan, su interseccion es un solo punto.

Figura 2.

Demostracion. (Figura 2.). Sean [ y m dos rectas diferentes que se cortan.
(Razonemos por reduccién al absurdo). Supongamos que las rectas se cortan
en dos puntos distintos A y B. Por el axioma I.1 por los puntos A y B pasa
una recta tnica. Luego [ y m son la misma recta. Contradiccion, ya que [ y
m son rectas diferentes. [ |
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Teorema 2.
Si dos rectas diferentes se intersectan, existe un plano tinico que las contiene.

Demostracion. (Figura 3.). Sean [y m dos rectas diferentes que se intersec-
tan. Sea A el punto de interseccién (Teorema 1). Por el axioma 1.2 existen
otro punto B diferente de A en [ y otro punto C' diferente de A en m. Luego
A, B, C son no colineales ya que B no esta en la recta m y C' no esta en
la recta [. Entonces por el axioma 1.4 A, B, C' determinan un plano tnico.
Por el axioma I.7 las rectas [ y m estan contenidas en ese plano. Este es el
unico plano que contiene a ambas. Si existiera otro, A, B y C estarian en él.
Contradiccion con el axioma 1.4. [ |

Figura 3.

Teorema 3.
Sil es una recta y A un punto que no pertenece a ella, existe un plano tinico
que contiene a la recta y al punto.

Demostracion. (ver Figura 4.). Por el axioma 1.2 la recta [ tiene al menos
dos puntos diferentes B y C'. Por el axioma 1.4 los tres puntos no colineales
A, B y C determinan un plano tinico. A esta en ese plano y por el axioma
[.7 la recta [ estd contenida en el plano. Este plano es tunico, si no, los tres
puntos A, B y C estarian en otro plano. Contradiccion con el axioma I.4. W
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Figura 4.

2.3. AXIOMAS DE ORDEN

Intuitivamente en Geometria, el orden establece la forma como se relacio-
nan tres puntos distintos pertenecientes a una misma recta, esta relacion es
la que hemos denominado dentro de las relaciones primitivas, “estar entre”.

I1.1 Si el punto B se encuentra entre el punto A y el punto C, entonces
A, By C son puntos diferentes de una misma recta y B se encuentra
asi mismo entre C'y A, (ver Figura 5.).

A B C
L L L l

Figura 5.

11.2 Dados dos puntos distintos A y C, existe al menos un punto B sobre
<
AC tal que B estéd entre Ay C, (ver Figura 6.).

11.3 Dados dos puntos distintos A y C, existe al menos un punto D sobre
<
AC, tal que C estd entre Ay D, (ver Figura 7.)

I1.4 Dados tres puntos distintos de una recta, uno y solo uno de ellos esta en-
tre los otros dos.
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Figura 7.

Observacién: el axioma II.4, establece que por ejemplo, si A estd entre B y
C, entonces B no esta entre Ay C'y C no estd entre Ay B.

Definicién 3 (Segmento). Sean A y B dos puntos. Al conjunto formado
por A y B y todos los puntos entre A y B se le llama segmento AB y se nota
AB 6 BA.

A y B se llaman extremos del segmento y se dice que ellos determinan al
segmento. Los puntos que estan entre(z_zil v B se llaman puntos interiores del

segmento AB. Los demds puntos de AB se llaman puntos exteriores.

En consecuencia :
AB ={A,BYU{X/X es un punto que estd entre A y B}.
Los puntos interiores a AB los denotamos por IntAB; por tanto
IntAB = {X/X es un punto que estd entre A y B}.
Si Ay B representan el mismo punto diremos que AB es un segmento nulo.

I1.5 Si X estda entre Dy C'y D estd entre A y C, entonces X esta entre A
y C, (ver Figura 8.).

Observacién: de I1.2 y I1.5 se sigue que un segmento tiene infinitos puntos y
lo propio para una recta.
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Figura 8.

Definicién 4. Un conjunto no vacio de puntos se denomina figura.

Definicién 5. Diremos que una figura es convexa si dados dos puntos cua-
lesquiera de ella, el segmento determinado por estos puntos, esta contenido
en la figura. En caso de no cumplirse este enunciado, diremos que la figura
es no convexa, (ver Figuras 9. y 10.).

Ejercicio 1. Si A = B. Es AB convexo?
Ejercicio 2. 51 A = B. Es IntAB convexo?
Ejercicio 3. Demostrar que si A # B entonces AB es convexo.

%

Figura 9. Figura Convexa Figura 10. Figura no convexa

Teorema 4.

La interseccion no vacia de dos conjuntos convexos es un conjunto convexo.

Demostracién. Sean A y B conjuntos convexos.

Sean X, Y € AN B, ya que AN B # (). Probemos que XY C AN B.

En efecto, como X, Y € AN B entonces X, Y € Ay X, Y € B. Como
A es convexo por hipétesis, entonces XY C A y similarmente, como B es
convexo, entonces XY C B, luego XY C AN B. |
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Observacién: la unién de dos conjuntos convexos, no necesariamente es un
conjunto convexo. Veamos un contraejemplo.

A B C D I

L4 \ g

Figura 11.

Sean A, B, C, D cuatro puntos distintos sobre una recta [; tales que:
ABNCD = ¢, (ver Figura 11.).
B, Ce ABUCDy BC ¢ ABUCD
Luego, ABU CD es no convexo.

Definicién 6. Sea O un punto de la rectal, A, B otros dos puntos diferentes
de la misma. Si O no esta entre A y B, diremos que los puntos A y B estan
sobre | a un mismo lado del punto O. Si O esta entre A y B diremos que los
puntos A y B estan sobre la recta | en lados diferentes con respecto al punto
O, (ver Figura 12.).

A B @)
" 4 L \ g l
B A 0)
\ 4 L \ g l

¢ >
¢ O
[ Yy

Figura 12.
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I11.6 Axioma de separacién de la recta.

Un punto O de una recta [ divide a todos los deméas puntos de ésta en
dos conjuntos no vacios, de modo que dos puntos cualesquiera de [ per-
tenecientes al mismo conjunto estdan a un mismo lado de O, mientras
que dos puntos pertenecientes a distintos conjuntos se encuentran en
lados diferentes de O.

[ustracién: (ver Figura 13.).

i) A, B estdn a un mismo lado de O. C, D estan en un mismo lado de O.

ii) B, estan en lados diferentes de O. Lo propio para: Ay C; Ay D; B

y D
iii) Ay B pertenecen a un conjunto distinto al conjunto que contiene a C'
y D.
A B O C D
L \ 4 " 4 " 4 \ 4 l
Figura 13.

Definicién 7 (Semirrecta). Decimos que un punto O de una recta l, con-
juntamente con algiin otro punto A de la misma, determina la semirrecta
OA, que notaremos OA; los puntos que estan del mismo lado que A con
respecto a O se llaman puntos de la semirrecta OA; el punto O, origen de la
semirrecta OA, (ver Figura 14.).

0 A ,

Figura 14.
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_)En consecuencia:

OA ={X/X es un punto que estd entre O y A} U{A} U{X/A es un punto
que estd entre O y X'}

Observaciones:

» El axioma I1.6 nos permite, dada una recta [, O y A puntos distintos,
establecer una particion de la recta en tres conjuntos convexos y dis-
juntos asi: (ver Figura 15.)

[ = {O}UO_1>4U{X/O estd entre Ay X}

X O A
. . . l

Figura 15.

. Si_>O, A, B son puntos de una recta y O estd entre A y B diremos que
OA y OB son semirrectas opuestas,(ver Figura 16.).

—
Ejercicio 1. Mostrar que si A~ O — B entonces OA O? €s No convexo.

I1.7 Axioma de separacién del plano.

Cada recta [ contenida en un plano 77, divide los puntos de este plano
que no le pertenecen, en dos conjuntos no vacios, de manera tal que
dos puntos cualesquiera A y A’ de conjuntos diferentes determinan un
segmento AA’, que contiene algin punto de la recta [, mientras que
dos puntos arbitrarios A y A” de un mismo conjunto determinan un
segmento AA” | dentro del cual no hay ningiin punto de [, (ver Figura
17.)

B O A
- - —

Figura 16.




2.3. AXIOMAS DE ORDEN 15

A
l
A”
T A’
Figura 17.
Observaciones:
Q
l
B
A
T
Figura 18.

< <
i) Dados: ABC T, Q €7, QQ ¢AB, entonces el axioma I1.7 nos permite
definir dos conjuntos no vacios que denominaremos semiplanos y que
notaremos asi: (ver Figura 18.)

< <
775. 0° AB /Q y que leeremos: semiplano de borde AB y que con-
tiene al punto Q).

— —
ﬂ-A(_é- 0° AB /=@ y que leeremos: semiplano de borde AB y que no

contiene al punto @) y se le llama semiplano opuesto al semiplano 7T<A—B>'Q
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ii) Con las condiciones establecidas en i), el axioma II.7 nos permite esta-
blecer una particién del plano 7T en tres conjuntos convexos y disjuntos
asi:

=T UABUT — o W:E/QUA_)BUE%Q
AB:Q AB:=Q

Ejercicio 1. Mostrar que 7T 9B o ©8 convexo.

Ejercicio 2. Mostrar que 7T «— U7l < _ es no convexo.
AB:Q AB:-Q

Teorema 5.

Si P es un punto sobre una recta | y () es un punto que no esta en dicha

recta, entonces la semirrecta P(,j esta contenida en 70, : Q.

Q

Figura 19.

Demostracién. (Ver Figura 19.). Por el Teorema 3., sea 7T el plano deter-

minado por [ y €) y sea T" un punto de la semirrecta Pﬁ distinto de Q.

Claramente T es un punto del plano 77.

Veamos que T estd en el semiplano 77 : Q.

Razonando por reduccién al absurdo: supongamos que 7' esté en el semiplano

7T, : =Q. Por consiguiente el segmento T'Q intecepta la recta [ en un punto

P’ luego P’ estd entre Ty () (Axioma de separacién del plano) y como
< < <

ademas T esta en la recta P(@), entonces las rectas PQ) y T'Q) coinciden y por
lo tanto, P y P’ son el mismo punto; de lo cual se sigue que P esta entre 1"y
(), o sea que T no estd en la semirrecta 1765 en contradiccion con el supuesto
inicial. Lo anterior nos permite concluir que T estd en el semiplano 7T; : @
como se queria demostrar. [ |
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I1.8 Axioma de separacion del espacio.

Todo plano 7T divide a los demds puntos del espacio que no le perte-
necen en dos conjuntos no vacios, de manera tal que dos puntos cua-
lesquiera A y B de conjuntos diferentes, determinan un segmento AB
dentro del cual hay algin punto del plano 7T, mientras que dos puntos
cualesquiera A y A’ de un mismo conjunto, determinan un segmento
AA’ dentro del cual no hay puntos comunes con el plano 7T.

Observaciones:

i) Los conjuntos definidos por el axioma II.8 se denominan semiespacios.

ii) El axioma II.8 establece una particién del espacio en tres conjuntos
convexos y disjuntos.

Definicién 8. (Angulo). El conjunto formado por dos semirrectas que tie-
nen el mismo origen, incluyendo este punto, se llama angulo. Si las dos semi-
rrectas coinciden, entonces el angulo que determinan se llama nulo. Si las dos
semirrectas son semirrectas opuestas, el angulo se llama Illano.

Ejercicio 1. Sea AOB no nulo y no llano. Es AOB convexo? Explique.

.. 1 . ‘
Notacién: si OA 'y O? son dos semirrectas, entonces el angulo que forman
se denotard por cualquiera de los simbolos, (Ver Figura 20.):

B

A

Figura 20.

AOB 6 BOA; LAOB 6 £BOA; £L(OA, OB) ¢ «(OB,0A)
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P
OAy O? se denominan lados del dngulo.
O se denomina vértice del angulo.

Nota: cuando el angulo AOB es no nulo y no llano entonces los conjuntos

a =T 53 p 7T spo B =T oy U7 55, ¥ AOB forman una particién

del plano 7T, es decir: aUﬁUA/O\B =TT yanp = ¢, anAOB = Oy
BN AOB = ¢. Veremos en la demostracién del teorema siguiente que vy 3
son no vacios.

El siguiente teorema es consecuencia del Teorema 4.

Teorema 6.

Si el angulo AOB es no nulo y no llano entonces el conjunto

T (T esconvexoy el conjunto T « |J7TT >  es concavo.
OA:B OB: A OA:-B OB:-A

(ver Figura 21.)

D —_—
Interior del angylo AOB

O A

Figura 21.

Demostracién: a) Veamos que 7T 57, (7T < es convexo, para hacer la
demostracion, utilicemos el teorema 4., para ello debo demostrar que

T— T # ¢. Sabemos que 7T «— vy 7 «» son convexos, como
/@:B OB: A OA:B OB: A

AOB es no nulo y no llano entonces A # B, luego AB es no nulo y por tanto
R R <
IntAB # ¢. Sea D € IntAB, luego A— D — B, por tanto D ¢0B (ya que si
—
D €0B entonces D = B, lo cual es absurdo, porque A— D — B), entonces por

—
el teorema 5. BA CTl <~ ycomo D €7l < (yaque A— D — B)entonces
OB: A OB: A
7T “— Eﬂ- “—
OB: OB: D

(*) y como por el teorema 5.: OD CTI 5. entonces por
* T
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Similarmente (haciendo el mismo procedimiento) se demuestra que

OD CT o (2).

De (1) y (2) 0D ﬂ-a:Bﬂﬂ-b—é;A luego D €T O<—A>:Bﬂ7T(<)—>B:A’ es de-
cir T (7T« #¢yporelteorema4. 7T (7T - es convexo.
OA:B OB: A OA:B OB: A

b) 7T |J7TT <  esconcavo (se deja como ejercicio). |
OA:-B OB:-A

Definicién 9. Al conjunto 7T <~ (7T < del teorema anterior se le llama
OA:B OB: A

el interior del angulo AOB y lo denotamos asi: nt(A/O\B ) =Tl — T —
OA:B /@: A

y al conjunto 7T «— |J7T «—  se le llama el exterior del déngulo AOB y
OA:-B OB:-A

lo denotamos ast: E:ct(A/O\B) =N UT —
OA:-B OB:-A

Corolario 1. La semirrecta que tiene su origen en el vértice de un angulo
no nulo y no llano y un punto en el interior de dicho angulo, esta contenida
en el interior del dngulo. (ver Figura 22.)

Demostracién: sea D € | nt(A/O\B) Veamos que la semirrecta @ esta con-

tenida en Int(A/O\B).
Esta claro por la hipoétesis que D es un punto del semiplano W07~ 5 Y tam-

bién es un punto del semiplano 7T«

0B: A
Por el Teorema 5 la semirrecta Oli esta contenida en Wa_ sy también en
7T<o_é~ o estoes OD estd contenida en lnt(A/O\B). |

Figura 22.
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Teorema 7.

Dado un angulo BAC (no-nulo y no llano), los puntos interiores del seg-
mento BC' estan en el interior de dicho angulo.

Demostracién. (ver Figura 23.). Como éngulo BAC es no-nulo y no llano
entonces B # C', luego BC' es no nulo. Sea D un punto interior de CB.
Vamos a demostrar que D es un punto interior al angulo BAC.

0

Figura 23.

De la hipotesis tenemos que D esta entre B y C'; por lo tanto, estos dos

puntos estan en lados distintos respecto a D y en consecuencia C' ¢ BD. Afir-
<

- — - — —
mamos que BDN AC= ¢, en efecto, puesto que BD CBC y BC N AC=
{C} y como C ¢ BD, queda sustentado lo afirmado.

Por tanto: BD C7T<—>. (1)

De la hipotesis también se mﬁere que B B¢ DC Cy afirmamos que DC' N AB =
¢, en efecto, puesto que DC CBC’ y BC’ N AB {B}; pero B ¢ DC. En

consecuencia:
DC C ﬂ-ﬁ . (2)

De (1) y (2) podemos COHC/hE que D Eﬂ-,@; . mﬂ-ﬁ; , esto es: D per-
tenece al interior del angulo BAC. |

Teorema 8.

Sea BAC' un angulo no nulo y no llano; D un punto interior a dicho angulo.
Si F' es un punto tal que A esta entre F' y C, entonces los puntos B y F
<

estan en el mismo semiplano determinado por la recta AD.
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Figura 24.

Demostracién. (Ver Figura 24.). Esta consistird en demostrar que el seg-

JE— «—
mento BF' no tiene puntos en la recta en AD. Dividiremos la prueba en tres
puntos, a saber:

i) Veremos que el punto A no puede estar en el segmento FB.
ii) Veremos que ningiin punto de FB estd en la semirrecta 1@

iii) Veremos que ningin punto de F'B estd en la semirrecta 1@ , siendo G
un punto en la semirrecta opuesta a ﬁ

La prueba de estas tres partes permite afirmar que F'B no corta a la recta

<

AD y por tanto, que los puntos F'y B estan en un mismo semiplano respecto
<

de la recta AD.

Para probar i) comencemos por afirmar que la hipdtesis del enunciado
garantiza que A es un punto distinto de B y F.
Razonando por reduccion al absurdo, supongamos due A es un punto en el el

interior de FB. Puesto que F se tomé en la recta AC’ las rectas AC’ y FB

tienen en comun los puntos A y F'y por tanto dichas rectas coinciden (A-
<

xioma I.1), de donde se concluye que el punto B estd en la recta AC, lo cual

lleva a la contradiccion con la hipdtesis de que el dngulo BAC es no nulo y
no llano. En esta forma queda demostrada la parte i).
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Para probar las partes ii) y iii) se debe tener en cuenta que la semirrecta

— —
AD esté contenida en el interior del dangulo BAC', (Corolario) y por tanto,

esta contenida en el semiplano 7T1<4—>B. ., como también en el semiplano ﬂ-}x_)c- =

Para probar ii) afirmamos que los puntos F' y C' estan en semiplanos o-
>

puestos respecto a la recta AB, ya que A esta entre F'y C'y estos puntos

—
no estan en AB. Segun lo anterior, F estd en el semiplano Wﬁ_ o ¥ por el

Teorema 5, es claro que la semirrecta B l_: esta en el semiplano 7TE§~ o Por

otra parte, ya se afirmo que la semirrecta E esta en el semiplano ﬂ./(l—)B-

Siendo disjuntos los semiplanos 7T «—
AB: -C

y T ysiendo B # A, se sigue
AB: C
que ningin punto de F'B esta en la semirrecta zﬁ

Para demostrar la parte iii) tomamos en consideracién que las semirrectas

>
opuestas E, z@ estdn en semiplanos opuestos respecto a la recta AC y
como AD estd en el semiplano 7T1<4—>C. . entonces AG esta en el semiplano
' —

7Tj4_é- = Por otra parte, como F estda en AC'y B es un punto que no esta en

<
AC, por el Teorema 5, se sigue que la semirrecta ﬁ esta en el semiplano

TT— . Siendo disjuntos los semiplanos 7T  y 7T« 1y siendo B # A,
AC: B AC: =B AC: B

se concluye que el segmento F'B no tiene puntos en la semirrecta /TCf . |

Corolario 2. Sea BAC un angulo no nulo y no llano; D un punto en el
interior de dicho angulo. Si F' es un punto tal que A esta entre F' y C,
entonces E CIntFAD.

Teorema 9 (Teorema de la barra transversal).

Si D es un punto que esta en el interior de BAC (no nulo y no llano),
entonces E intersecta a BC'.

Demostracién. (ver Figura 25.). Razonando por reduccién al absurdo. Su-

pongamos que AD N BC = ¢. Sea AC 1 semirrecta opuesta a la semirrecta

ﬁ, como AD C IntCAB (por Corolario 1.) y IntBC C IntCAB (por

Teorema 7.), entonces ﬁ NBC = ¢y A¢ BC (ya que el CAB es no
<

nulo y no llano) en consecuencia AD NBC = ¢ y por tanto B y C estén en
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/A \ 4
G
Figura 25.

—
el mismo semiplano con respecto a la recta AD (Axioma de separacién del

— —
plano). Tomemos F' € AC tal que A estd entre F'y C, por tanto F'BN AD= ¢
(por Teorema 8); esto es, F'y B estén en el mismo semiplano respecto a la

<
recta AD, concluyéndose por tanto que F y C estan en el mismo semiplano
<

respecto a AD); esto es contradictorio puesto que A esta entre F'y C.
Conclusion: ﬁ N BC # ¢. [ |
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2.4.

1.

4.

10.

11.

12.
13.

Ejercicios y Problemas del Capit. 2.

Con este ejercicio se demuestra que un segmento es una figura convexa.
Si los puntos C' y D pertenecen al segmento AB, entonces todos los
puntos del segmento C'D estén en el segmento AB ( CD C AB).

Si el punto C' esta entre los puntos Ay B, todos los puntos del segmento
AC estan en el segmento AB.

Si el punto C' esta entre los puntos A y B, ningin punto del segmento
AC distinto de C' esta en el segmento C'B.

Si el punto C esta entre los puntos A y B, cada punto del segmento
AB, esta o bien en el segmento AC o bien en el segmento C'B o en
ambos.

Si A, B,C no estan en la misma recta y si una recta a intercepta el
interior de dos de los tres segmentos AB, BC, AC, entonces la recta a
no intercepta el tercero.

— e —
Si M es un punto de OA, demostrar que OM coincide con OA.

Si @ es un punto del semiplano [, p, demostrar que HZ:Q coincide con
Hl:P‘

Demostrar que si un plano y una recta se cortan y el plano no contiene
la recta, entonces se cortan en un solo punto.

Demostrar que la recta es una figura convexa.

Demostrar que un segmento y una recta tienen un numero infinito de
puntos.

Sea « un plano cualquiera, [ una recta contenida en el plano a. Demos-

trar que existe al menos un punto en el plano a que no estéa en la recta
l.

Demostrar el corolario 2.

Demostrar que si el angulo AOB es no nulo y no llano entonces el

conjunto 7T «— | J7T «»  es céncavo.
OA:-B OB:-A




CAPITULO 3
AXIOMAS DE CONCRUENCIA

3.1. LA RELACION DE CONGRUENCIA

Cuando se piensa en la forma y tamano de las figuras geométricas, surge
de un modo natural la posibilidad de que dos o mas figuras coincidan.
El paso siguiente de nuestro trabajo, consiste en establecer una relacién que
incluye esta posibilidad en el tratamiento geométrico.
Vamos a denominar congruencia a esta nueva relacién. Sera suficiente es-
tablecer sin definicién dicha relaciéon para segmentos y angulos, y después
extenderla mediante definiciones para otras figuras u objetos geométricos.
En adelante podremos hacer afirmaciones como: AB es congruente con CD,

— —

o bien, ABC' es congruente con DEF'.
La relacion de congruencia sera denotada por el signo primitivo = y asi las
anteriores afirmaciones se podran escribir:

AB=~CD, ABC = DEF

3.2. AXIOMAS DE CONGRUENCIA

ITI.1 Axioma de la construccion del segmento

Sea AB un segmento cualquiera no nulo y C@ una semirrecta de origen
C. Entonces existe en C'E un tnico punto D tal que AB = C'D

(ver Figura 1.). 95
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[/ ]:D)
77 =~

/ /
7

Qe +
Te +
=

Figura 1.

En términos précticos, este axioma afirma la posibilidad de construir o
trasladar un segmento haciendo uso, por ejemplo, de regla y compas.

Las construcciones geométricas se hacen con regla y compas, el compas
sirve para trasladar la magnitud del segmento y la regla (sin numeracién)
para trazar rectas.

Construccién basica: construir con regla y compés un segmento en una
semirrecta dada OX , dado el segmento AB.

Figura 2.

Construccion. (Ver Figura 2.) Para la construccién, haremos los siguientes
pasos consecutivos.

» Con centro en O y radio AB trazo arco, que corta a 04X> en C .

» El segmento OC es el segmento pedido.

Justificacion. Esta construccion es consecuencia inmediata del Axioma de
construccién de segmento.

IT1.2 i) Propiedad reflexiva: cada segmento es congruente consigo mismo,
es decir: AB = AB para todo segmento AB.
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ii) Propiedad de simetria: si AB = CD, entonces CD = AB.
iii) Propiedad transitiva: si AB = CD y CD = EF, entonces

AB = EF.

II1.3 Sean A, B, C puntos de una recta a y A’, B’, C’' puntos de a 6 de otra
recta b, tales que B estd entre Ay C'y B entre A" y C".

i) Si AB~ AB'y BC = B'C’, entonces AC = A'C'
ii) Si AB~ AB'y AC = A'C", entonces BC = B'C’

(ver Figura 3.)
El anterior axioma expresa que la “suma’y la “diferencia” de segmentos
congruentes, producen segmentos congruentes.

. . . a
A /)] B C
' 777 '
———t + |
=? Be? =7 b
C [/ A
' 777 !
Figura 3.

I11.4 Axioma de la construccion del angulo

Sea K((Tzl, O?) un angulo cualquiera y O" un punto de una recta [
situada en un plano 7T. N
Sea 7T; uno cualquiera de los semiplanos en que [ divide a 7T y O'C’
una de las semirrectas en que O’ divide a [. Entonces existe una semi-

rrecta inica O'D situada en el conjunto 7T; U [ tal que:

— —
L(OA, OB) = £(0'C", O'D)
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A O’
B D
il
1111/
o)

Figura 4.

(ver Figura 4.)

Igual que en III.1, este axioma afirma la posibilidad de construir o tras-
ladar un angulo haciendo uso por ejemplo, del compas y la regla, esta
construccion la haremos mas adelante.

II1.5 El siguiente axioma expresa que la relacion de congruencia entre angu-
los verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva, en términos
similares a los del axioma III.2, es decir:

i) Reflexiva: L(O_}l, O?) & A(O_jl, O?)

ii) Simétrica: si

— —
L(OA, OB) = £(0'X, O'Y),

entonces
— —
L(O'X, 0Y) = £(OA, OB)

iii) Transitiva:

si L(OA, OB) = L(UC, UD) y £(UC, UD)
entonces
L(OA OB) = L(WX, WY)

—
I11.6 Sean O‘H) , OK, 07 semirrectas con un mismo origen O y situadas en
un mismo plano a.

I

LWX, WY),
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Sean O'R, O'S, O'T semirrectas con un mismo origen O’ y situadas en
a 6 en otro plano «'.

Supongamos ademaﬂue O est4 en el interior de L(O[—i OK)y O'T

en el interior de L(O'R, O’ S) (ver Figura 5.). Entonces:
— —
LOR, OT) vy £L(01, OK) = £(OT, 0'3),

£(OH, OL) O'T) v 4

entonces A(O‘[?[), O—l_%) = L(O'R, O'S)

IIZ

L(OH,0L) =~ £(Ok, OT) v £L(OH, OK) =~ (O, 0'3),
H — T
entonces 4(07, OK) = L(0'T, 0'S)
H T
R
o .
L
S
K
O’
Figura 5.

Este axioma, lo mismo que el II1.3, expresa que lo “suma” y la “dife-
rencia’ de angulos congruentes, dan como ‘resultado”, angulos con-
gruentes.

Corolario 3. Todos los angulos llanos son congruentes.

Demostracién. (ver Figura 6.). Supongamos que AOB y A'O'B’ son angu-
los llanos, veamos que son congruentes. En efecto, por el axioma de cons-
truccion de angulo, eX1ste una semlrrecta OX contenida en el semiplano
Uy Ul tal que AOX A’O’B’ como AO'B’ s | llano por hipétesis, enton-
ces AOX también es llano y por tanto, 07 y OA son semirectas opuestas,
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X. 71'1

B A B’ /\ A7

o O’

Figura 6.

pero como por hipotesis AOB es llano, entonces OA y O? son semirrec-

tas opuestas tas y por el axioma de separacién de la recta (ﬁk OB, luego
AOB = AO'B |

Definicién 10 (Tridngulo). Sean A, B, C, tres puntos distintos no coli-

neales. La unién de los segmentos AB, BC', C'A determinan el triangulo de

A
vértices A, B y C que denotaremos: ANABC ¢ ABC.
A

Angulo opuesto al lado BC

(* Angulos adyacentes a BC
B

Lado opuesto al angulo A

Figura 7.

Los ssegmentos A AB, BC y C'A se llaman lados del triangulo. Los angulos
ABC' BAC y ACB se llaman angulos interiores o simplemente angulos del
triangulo AABC' y también, si no hay ambiguedad, serdan denotados por sus
vértices, o sea, /Al, B\, C.

El interior del triéngulo esta definido por

AC B BC: A

Enun trlangulo AABC’ , diremos que Aes el angulo opuesto al lado BC
y By C son angulos adyacentes a dicho lado. Reciprocamente, BC' se llama
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lado opuesto al dangulo A y el mismo lado BC se llama lado adyacente tanto
a B como a C, (ver Figura 7.).

Esta misma terminologia es aplicable a los otros dangulos y lados del
triangulo.

Ejercicio 1. Es AABC una figura convexa?
Ejercicio 2. Mostrar que IntAABC' es convexo.

Definicién 11 (Congruencia de tridngulos). (Ver Figura 8.). El tridngu-
lo NABC' es congruente al triangulo NA'B'C" si:

AB= A3, AC = A", BC = B’
ABC =~ A'B'C', BAC =~ BA'C'", BCA =~ B'C'A’

B C B C

Figura 8.

En este caso decimos que los vértices Ay A', By B, C y (', los lados
AB y A'B', AC y A'C'", BC'y B'C" y los angulos A A’ B y B’ C y c’
son homoélogos o correspondientes.

Escritura simbélica: AABC = NA'B'C’

La definicién anterior establece que dos triangulos son congruentes si tan-
to los lados como los angulos se presentan en pares congruentes.

El siguiente axioma establece condiciones minimas para la congruencia de
dos triangulos y se denomina axioma LADO-ANGULO-LADO, en simbolos:
L-A-L.
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II1.7 Axioma [-A-L
Si los triangulos AABC' y AA'B'C’ presentan las congruencias:

AB~AB, AC=AC" y BAC = BAC,
entonces (ver Figura 9.)

NABC 2 NA'B'C'.

B C B C

Figura 9.

Segun el axioma L-A-L, dos tridangulos son congruentes si en uno de ellos

existen dos lados y el dngulo comprendido (entre dichos lados), respectiva-
mente congruentes a dos lados y el &ngulo comprendido (entre dichos lados),
en el otro triangulo.
Los siguientes dos teoremas establecen que la relacion de congruencia entre
segmentos (respectivamente entre angulos), mantiene la disposicién de los
puntos en una recta (respectivamente, la disposicion de las semirrectas que
tienen el origen en el vértice de un dngulo).

Teorema 10.

Sean A, B, C tres puntos de una recta a y A’, B', C' tres puntos de una
recta b tales que, AB = A'B' y AC = A'C".

Si B esta entre A y C'y B’ esta del mismo lado que C' con respecto a A,
(ver Figura 10.), entonces B’ estd entre A" y C'.
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__> ¢ —
Te +
e

/]
7

__>\' ® -
ui ® —

—-Q [}
Q

//
77

Figura 10.

Demostraciéon: por el axioma de construccion del segmento, existe un pun-
to C” en b tal que B’ estd entre A’ y C” y ademéds BC = B'C”, (ver Figura
10.). El teorema quedara demostrado si se logra probar que C” coincide con
C/

De las congruencias: AB =~ A’B’ y BC = BC"

se obtiene AC' = A’C” (“Suma”de segmentos), y como AC =2 A’C’ (hipéte-
sis), se concluye A’C’ = A’C” (transitividad). De donde se sigue, como una
consecuencia del axioma de construccién del segmento, que C’ y C” coinci-
den, pues estén en la recta b y del mismo lado de A’. Ya que C” se tom6 de
modo que B’ estd entre A’ y C”, se concluye que B’ esta entre A’ y C’, como
se queria demostrar. [ |

Tiene lugar un teorema, analogo al anterior, para angulos.

Teorema 11.

—
Supongamos que en cierto plano fijo se tienen las semirrectas 04[-1) OK y
@) y queen el mismo plano o en otro cualquiera, se tienen las sem1rrec1;as
O'H', O’K’ y O'L'. Supongamos ademds que las sem1rrectas OK v 07

estan en el mismo semiplano determinado por la recta OH v que las
—

/ ! / /
semirrectos O'K', O’ L tienen disposiciéon andloga con respecto a O'H'.

—
Entonces, si £ (ﬁ[ OK) = L(O'H', OK"),
L(OF. 0L) = (0" 0T,

— oy
Si la semirrecta OK estd en el interior de £(OH, 07), gVer Figura 11.), la
y z .z . . )
semirrecta O'K' estard también en el interior de £(O'H', O'L’).
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L’
K’
K
o) L o H’
Figura 11.

Teorema 12 (Caso angulo-lado-angulo: A-L-A).

Sean NABC' y ANA’B'C" dos triangulos tales que:
AB = A'B’, BAC = B'A'C", CBA = C'B'A’ Entonces

NABC 2 NA'B'C’

C C
A/AB A’/AB’

Figura 12.

Demostracién. (Ver Figura 12.).Esta consistird en demostrar que
AC = A'C" con lo cual se tiene AABC = AA'B'C'(por el ax. L-A-L).
Sea D un punto en la semirrecta z@ tal que: AD = A/C" (axioma de cons-

truccién de segmento).
Por tanto, AABD = ANA'B'C" (axioma L-A-L), (ver Figura 13.).

Luego DBA = C'B'A/ y como CBA = C'BA/ , (hipdtesis), se tiene por
transitividad, DBA = C'BA por tanto (por el Ax. de construccién de angulo)
% = @ luego (por Teorema 1.) C' = D; luego AC = A'C’ |
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C C
D
A , B A’ , B’
Figura 13.
A
Definicién 12. i) Se llama tridngulo
isésceles a aquel que tiene dos lados
congruentes, (Ver Figura 14.).
ii) Si el tridngulo AABC' es is6sceles
con AB = AC, se llama base del
i4 BC. B C
tridngulo al tercer lado BC kbase
Figura 14.

Teorema 13.
En todo triangulo isésceles, los angulos adyacentes a la base son congruentes.

Demostracion: sea AABC un tridngulo isésceles con AB =~ AC.
Veamos que los angulos de la base, B y C' son congruentes.

Sean Dy E puntos tales que B estd entre Ay D, C entre Ay E'y
BD = CE, (ver Figura 15.).

Por suma de segmentos, AE = AD.
Entonces en los triangulos AABE, AACD se tiene:

AB =~ AC, AE =~ AD, BAE = CAD

(el dngulo del vértice en A es comin para ambos tridngulos).
Se concluye que dichos tridngulos son congruentes (L-A-L). De donde:

BDC =~ BEC, BE~CD, ABE =~ ACD
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A

N
D E
Figura 15.

Consideremos ahora los triangulos ABDC, ACEB. En dichos tridngulos
se tiene:

BD~CE, CD = BE, BDC = BEC
luego ABDC = ACEB (ax10ma L-A- L) de donde, EBC =~ DCB
y puesto que ya se tenia ABE ~ ACD y por Teorema 7. y Corolario 1.

B? C IntA/B\E, C@ - ]ntA/C-'B,

se sigue por diferencia de angulos que ABC =~ ACB que era lo que se queria
demostrar. [ |

Definicién 13.

i) Dos dngulos se llaman adyacentes si tienen el mismo vértice, un lado
comin y ninguno de los lados de uno de ellos esta en el interior del
otro, (ver Figura 16.).

ii) Dos angulos hacen un par lineal si son adyacentes y los lados no comu-
nes forman semirrectas opuestas, (ver Figura 17.).

iii) Dos dngulos se llaman opuestos por el vértice si tienen el mismo vértice
y los lados de ambos dngulos forman semirrectas opuestas, (ver Figura
18.).
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C D
B B C
/ © B
O A C o) A X
Figura 16. Figura 17. Figura 18.
Adyacentes Par lineal Opuestos por el vértice

En la Flgura 16., los angulos A/O\B BOC son adyacentes. En la Figura
17., los angulos AOB y BOC hacen un par lineal. En la Figura 18.; los angu-
los AOC y BOD son opuestos por el vértice.

Observaciones:

i) Todo dngulo hace un par lineal con, exactamente, dos de sus angulos

adyacentes. En la Figura 18., el angulo AOB hace un par lineal con
BOD y también con AOC.

ii) Cuando dos rectas se cortan, hacen, alrededor del punto comin, cuatro
angulos que son opuestos por el Vertlce de dos en dos. En la Figura 19.,

las parejas AOB y COD, asi como A0C y BOD son respectlvamente
angulos opuestos por el vértice.

B

Figura 19.

Teorema 14 (Teorema del par lineal).

Si uno de los angulos de un par lineal, es congruente a uno de los angulos
de otro par lineal, entonces los otros dos angulos también son congruentes.
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Demostracién: sean A/O\B7 AOC un par lineal y A’/O’\B/, AO'C" otro par
lineal tales que AOB = A'O'B’ (Figura 20.). Veamos que

A0C =~ AO'C'.

Supongamos que los puntos A’, B’, C' se tomaron de tal modo que:

C & B C 5

Figura 20.

OA=O'A, OB=0O'B', OC = 0'C", (Ver Figura 21.)

7

e

Figura 21.

Se tiene por tanto, AAOB = AA'O'B’, (L-A-L) y
CB=(C'B (Suma de le segmentos congruentes)

De donde, OBA =~ O'BA’ y AB =~ A'DB’

Ahora se puede concluir que: AABC = AA'B'C’ (L-A-L),
Luego, ACB = A/C'B' y AC = A'C’

De estas dos tltimas relaciones junto con OC = O'C” podemos afirmar
que AAOC = AA’O'C" (L-A-L) y por tanto concluimos que:

AOC = AO'C" como se queria. [ |

Corolario 4. Dos angulos opuestos por el vértice, son congruentes.
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Demostracién: sean AOB y COD angulos opuestos por el vértice, luego
las semirrectas OC' y O? son semirrectas opuestas, lo mismo que las semi-
rrectas OA 'y @, (ver Figura 22.)

Veamos que los angulos AOB y COD son congruentes.

A C

Figura 22.

Esto resulta como una consecuencia del teorema anterior, ya que el angulo
—_—
AOC hace un par lineal con cada uno de dichos angulos. [ |

Ejercicio (reciproco del Corolario 4.): si A — O — D y C, B estan en
«—

semiplanos opuestos con respecto a- AD y A/O\B = &)\D entonces O?, O?
son semirrectas opuestas.

El Teorema 14 permite demostrar el reciproco del Teorema 13, como se
vera a continuacién.

Teorema 15.

Todo triangulo que tenga dos de sus angulos congruentes, es isosceles.

Demostracién: consideremos en el tridngulo AABC, los angulos ABC y
ACB congruentes y veamos que AB = AC, (Figura 23.).

Para ello, sean D y E puntos tales que B estd entre Ay D, C' entre Ay
Ey BD =CE.

Por el Teorema 14, y en vis vista de le que ABC =~ ACB y ademas ABC y
CBD hacen un par lineal y ACB y BCE hacen otro par lineal, se tiene:

OBD ~BCE
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Figura 23.

Siendo BC un lado comtn para los tridngulos ACBD y ACBE, se con-
cluye que dichos tridngulos son congruentes (L-A-L). De donde:

BE=~CD, BDC =~ BEC, EBC = DCB

Como se tienen las congruencias, ABC =~ ACB y EBC = D/C’\B, se
sigue que ABE =~ ACD (Suma de dngulos congruentes) y por lo tanto los
triangulos AABE, AACD que tienen ademas BEC = BDC y BE = CD,
son congruentes (A- L-A), de donde AB = AC' como se queria demostrar. W

Observacion: los Teoremas 13 y 15 se pueden reunir en un solo enunciado,
asi:

Teorema 16 (Teorema del tridngulo is6sceles).

Un triangulo es isosceles si y solo si dos de sus angulos son congruentes.

Definicién 14. Un triangulo ANABC' se llama equildtero si sus tres lados
son congruentes, es decir, AB = AC' = BC.

Una consecuencia del Teorema 16 es la siguiente:

Corolario 5. Un triangulo es equilatero si y solo si sus angulos interiores
son congruentes.

Observacién: la demostracion del corolario anterior se propone al lector.
El teorema que sigue es un tercer caso de congruencia de tridangulos.
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Teorema 17 (Caso lado-lado-lado: L-L-L).

Si un triangulo tiene sus tres lados respectivamente congruentes a los tres
lados de otro triangulo, entonces estos dos triangulos son congruentes .

Demostracién: sean AABC y AA'B'C’ dos tridngulos que tienen: (Figura
24.),

A A’

Figura 24.

AB~ A, AC=~AC', BC=BC

Consideremos en el semiplano j}(?—)C' /A el punto A” tal que:
CBA" = AIBIC , A’B = A'B’ (Axiomas de construccién del segmento y el
angulo).
Segun el axi(o_n)la de separacién del plano, el segmento AA” tiene un punto P
en la recta BC. Para dicho punto P se presentan tres opciones:
1. P esté en el interior de BC, como en la Figura 24.
2. P coincide con uno de los extremos, como en la Figura 25.
3. P esté en el exterior de BC, como en la Figura 26.
Vamos a demostrar el caso 1. Los otros dos se dejan al lector.

Los triangulos AA’B'C" y ANA” BC' son congruentes por tener:

A'B~AF, BC=BC, CBA'~CBA (L-A-L).
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A A
B c P B C
A” A.”
Figura 25. Figura 26.

Veamos ahora que los tridngulos AABC' y AA” BC' son congruentes.

Por una parte se tiene AB = A’B'y A’B"' = A"B, luego AB = A" B (transiti-
vidad), de donde el tridngulo AABA” es isésceles y por tanto
BAA" =~ BA"A (Teorema 13).

En la misma forma, el tridngulo AAC A” es isosceles y por tanto:

CAA" =~ CA"A.

Por otra parte, el segmento AA” pasa por P, punto entre B y C, luego (por
Teorema 7 y corolario 1.), AA” C IntBAC y A”A C IntBA”C'y por el
axioma de “Suma”de angulos congruentes se tiene: BAC = BA"C.

Finalmente, los tridngulos AABC y AA”BC tienen:

AB =~ A"B, AC = A"C, BAC = BA"C

y por el axioma L-A-L se concluye, AABC = AA”"BC. Como ya se tenia
AA'B'C" = NA"BC entonces, por transitividad, (ver la siguiente observa-
cién de este teorema), AABC = ANA'B'C’ como se queria demostrar. [

Construcién basica: construir un angulo AOB dado, conociendo el lado
O'X del dngulo y el semiplano determinado por el lado dado O’ X.

Construccidn. (Ver Figura 27.) Para la construccién, haremos los siguientes
pasos consecutivos.
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B QB
I\
\
\\
A L x
O) P’*
Figura 27.

= Con centro en O y radio cualesquiera, trazo arco, que corta a los lados
del dangulo dado AOB en Py @ .

ey
= Con centro en O y el mismo radio trazo arco que corta'a O’X en P’.

» Con centro en P’y radio PQ trazo arco, que corta al anterior arco en

Q'

= El dngulo m’ es el angulo pedido.

Justificacion. Como OP = O'P'y OQ =2 0'Q" y PQ = P'Q)" entonces
APOQ = AP'O'Q,
luego
POQ = P'O'Q'.

Observacién: la transitividad para la congruencia entre triangulos es un
resultado que se obtiene facilmente a partir de la transitividad de la con-
gruencia tanto entre segmentos como entre angulos.

3.2.1. DESIGUALDADES

Notacién: vamos a denotar a las semirrectas que un punto determina en
una recta a, por a y a’ . En consecuencia, a y a’ son semirrectas opuestas
de una misma recta a, (ver Figura 28.).

El 4ngulo formado por dos semirrectas @y b lo denotaremos: £(a, b) (Ver
Figura 29.).




44

CAPITULO 3. AXIOMAS DE CONGRUENCIA

\

A b
_///////” £(a,b)

a/

Figura 28. Figura 29.

Definicién 15.

1.

1.

Dados dos segmentos AB, A'B’ se dice que AB es mayor que A'B’, o
bien que A’B' es menor que AB, si existe un punto C' en el interior de
AB tal que AC = A'B’, (Figura 30.).

Dados dos dngulos: £(a, b), 4£(¢,d) se dice que £(a,b) es mayor
que £(¢,d), o bien que £(¢,d) es menor que £(a,b), si existe una
semirrecta h en el interior y con origen en el vértice de £ (@, b) tal que
(ver Figura 31.):

£(a, h) = £(c,d).
A ¢ B A B’
Figura 30.
b
a c

Figura 31.
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Observacion:

1. Por definicién el segmento nulo es menor que cualquier segmento no
nulo.

2. También por definicién, decimos que cualquier angulo no nulo y no
llano es mayor que el angulo nulo y menor que el angulo llano.

3. Para expresar que un segmento es mayor que otro se emplea el simbolo
>. Dicho simbolo también sera empleado para expresar que un angulo
€s mayor que otro.

4. Para la expresion menor que sera empleado el simbolo <.

Teorema 18 (Ley de tricotomia para segmentos).

Dados dos segmentos cualesquiera AB y C'D, siempre se cumple una de las
tres relaciones siguientes:

AB<CD o AB>CD o AB=CD

y cada una de ellas excluye las otras dos.

Demostracion: por el axioma de construccion del segmento, sobre la semi-
rrecta Ag existe un punto X tal que:

AX =2 CD

De acuerdo con el axioma II1.4 se presentan tres posibilidades:
1. Puede ocurrir que X esté entre A y B en cuyo caso: AB > CD.
2. Puede ocurrir que B esté entre A y X en cuyo caso: AB < CD.
3. Puede ocurrir que X coincida con B en cuyo caso: AB = CD.

Veamos ahora que cualquiera de las posibilidades que se de, excluye las
otras dos. Supongamos por ejemplo AB < CD. Entonces existe un punto X
en el interior de C'D tal que: CX = AB.

Si también fuera posible AB =2 C'D, entonces se tendria por transitividad,
OX = CD, de donde X coincidiria con D (por el Ax. de construccién de
segmento), absurdo, ya que X esta en el interior de C'D .
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Tampoco puede tener lugar AB > C'D similtaneamente con AB < CD
ya que si ambas relaciones se dieran, se tendria un punto Y entre A y B tal
que:

AY =~ CD.

Puesto que ya se tenfa AB = C'X se tiene por una aplicacién del Teo-
rema 10. que D esta entre C' y X, lo cual contradice la afirmaciéon hecha
antes de que X es un punto interior de C'D. [

Teorema 19 (Propiedad transitiva).

Sean AB < CD y CD < EF. Entonces AB < EF.

Demostracién: puesto que CD < EF, existe un punto Y entre E vy F tal
que: CD = EY

De la misma manera, puesto que AB < CD, existe un punto X entre C'y D
tal que: AB = X, (ver Figura 32.).

Aplicando el axioma de construccién del segmento, sea P un punto de la
semirrecta lﬁ tal que: EP = CX.

Entonces por el Teorema 10, se sigue que P estd entre 'y Y. Ademas, por
transitividad se tiene AB = EP.

¢ X )
k P % 2
Figura 32.

~ En conclusién (por el Ax. IL5), se tiene un punto P entre E'y F' tal que:
AB = EP lo cual significa que AB < EF. [ |

El siguiente teorema se deja la demostracion para el lector.
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Teorema 20.
Si AB= CD y CD < EF, entonces AB < EF.

Corolario 6. Si el segmento CD es un subconjunto propio del segmento
AB, entonces CD < AB.

Figura 33.

Demostracién: (ver Figura 33.), los casos en que C' coincide con A o con B
o D coincide con A o con B son triviales, los otros casos que pueden suceder
sonA-—C—-DoA-D-C.

Si A—C — D entonces CD < AD y como A — D — B entonces AD < AB 'y
por la propiedad transitiva (Teorema 19.) CD < AB.

Similarmente se demuestra para el caso A — D — C [ |

Observacién: analogos a los dos ultimos teoremas y a los anteriores coro-
larios, tienen lugar resultados relativos a angulos, los cuales se enuncian a
continuacion.

Teorema 21.

i) Dados dos dngulos cualesquiera, £(a, b) y £(¢, d), siempre se cumple
una de las relaciones siguientes:

£(a,b) > £(¢,d), 4£(a,b)< £(¢,d), 4£(a,b)=L(ed)
y cada una de ellas excluye las otras dos.

i) Propiedad transitiva: sean L(a,b) < £(¢,d) y £(¢,d) < £(e 1.
Entonces, £(a, b) < (€, )

iii) Si £(a,b) = £(¢,d) y £(¢,d) < £(e, f), entonces £(a, b) < £(&, 1)

iv) Si el dngulo £(e, d) tiene el mismo vértice y estd en el interior del
angulo 4£(a, b), entonces £(¢,d) < 4£(a, b)
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3.3. PERPENDICULARIDAD

Definicién 16. Si los angulos de un par lineal son congruentes, cada uno de
ellos se llama dngulo recto, (Ver Figura 34.).

Decimos que dos rectas que se interceptan | y m son perpendiculares cuando
los angulos que forman son angulos rectos y lo denotamos asi: |1 m

Figura 34.

El siguiente teorema garantiza que existen angulos rectos:

Teorema 22 (Existencia del angulo recto).

Sean O y A puntos de una recta [. A partir de O se trazan segmentos
congruentes OC' y OD situados en semiplanos opuestos respecto a l, tales

— — >
que: AOC = AOD, (Ver Figura 35.). Entonces las rectas | y CD se cortan
formando angulo recto.

C

Figura 35.
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Demostracion: puesto que los puntos C'y D estan en semiplanos opuestos
respecto a la recta [, por el axioma de separacion del plano, existe un punto
P €l tal que {P} =1NCD. Con el punto P pueden suceder tres casos:

a. El punto P y el punto A estan del mismo lado con respecto a O.

b. El punto P esta en la semirrecta opuesta a la semirrecta OA, es decir
P — 0O — A, (ver Figura 35.).

c. El punto P coincide con O.

Veamos el caso b. Como los dngulos O/R', OPD hacen par lineal, ya que
tienen un lado comiin OP y los otros dos lados son semirrectas opuestas,
veamos que estos angulos son congruentes.

Como AOC y COP forman par lineal y A0D y DOP también forman par
lineal y por hipétesis AOC = A/05, entonces por el teorema del par lineal
COP =~ DOP.

De lo anterior concluimos que los triangulos AOPC y AOPD son con-
gruentes, por tener: POC = @ ocC = OD OP lado comiun (L-A-L).
Luego los dngulos del par lineal OPC’ OPD son | congruentes y de acuerdo
a la definicién 15, se sigue que tanto OPC' como OPD son angulos rectos.
Se deja como ejercicio, demostrar los casos a. y c. [

Teorema 23 (Unicidad).

Todos los angulos rectos son congruentes entre si, (ver Figura 36.)

Demostracién: supongamos que AOB y A’O’'B’ son rectos; por la ley de
tricotomia para angulos, pueden suceder tres casos:

iy AOB < AO'B' 6
ii) AOB = A0'B" 6
iii) AOB > A'O'B’
L — . —_— —

Caso i) Si AOB < A'O'B’, entonces existe O'X C IntA’O'B’ tal que
A'0O'X =2 AOB y por el Corolario 2. del Teorema 8 O'B’ C IntC'O'X,
luego (por la definicién de menor que),

C'OB <C'OX (1)

—
Por el Axioma de construcmon de dngulo, existe O'Y C H%/ , tal que

TOY =~ ZOX: como OX C IntAOB y AOX =~ COY y AOB =
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\\

0 A of 0’ A

Qe

Figura 36.

C'O'B’ (por hipétesis) entonces por el Teorema 11,
— —
O'Y c IntC'O'B,
luego (por la definicién de menor que),
C'OY < C'O'B - (2)

yde (1)y (2) e
C'oY < C'O'X (3).

Pero C"O'X = COB ( por Teorema del par lineal)
y COB = AOB ( por definicién de angulo recto)
y AOB= A0'X 2 C'0Y
luego

C'O'X =2C'0Y (4).

Pero (3) y (4) es un absurdo.

iii) Se hace en forma similar a i)

Por el Teorema 21 i), se concluye que es cierto ii):

AOB = AO'B’ m

Definicién 17 (Angulo agudo y obtuso).

i) Decimos que un angulo es agudo si es menor que un angulo recto.
ii) Decimos que un angulo es obtuso si es mayor que un dngulo recto.
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Definicién 18 (Tridngulo rectdangulo). Un tridngulo se llama rectangulo
si alguno de sus angulos es recto.

Observaciones:
1) Més adelante se podra demostrar que un tridngulo no puede tener mas de
un angulo recto.
2) En un tridngulo rectdngulo los lados adyacentes al dngulo recto se llaman
catetos y el lado opuesto al angulo recto, se le llama hipotenusa, (ver Figu-

ra 37.)

O
N

S\

Cateto

Cateto
Figura 37.

3.4. PUNTO MEDIO Y BISECTRIZ

Los siguientes dos teoremas garantizan la existencia del punto medio, es
decir, todo segmento se puede dividir en dos segmentos congruentes y es
unico.

Teorema 24 (Existencia del Punto Medio).

Todo segmento no nulo tiene un punto interior que divide al segmento en
dos segmentos congruentes.

Demostracién. (ver Figura 38.). Sea AB un segmento no nulo. Veamos que
existe un punto O tal que a). O esta entre Ay By b). OA= OB
—

Veamos a). Sea X €AB, por el Teorema 3., existe un tnico plano 7T que
>
contiene a X y AB, por el Teorema 5, 1@(} C WE. e Por el Ax. de cons-

truccién de angulo, existe en el W«E . una tnica semirrecta BY tal que

!
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O B
A
Y7
Y
Figura 38.
ABY =~ BAX.

—

Por el Ax. de construccién de segmento, existe en BY un punto Y’ tal
que BY’ = AX, luego los angulos AXB y AY’B son no nulos y no llanos y
también los angulos X AY’ y X BY’ son no nulos y no llanos; por el axioma

< <
de separacién del plano, existe O € AB (1) tal que XY’N AB= {0}, luego
O € IntXY". - -
Por el Teorema 7., O € IntXAY'y O € IntXBY’, luego
O € IntXAY' N IntX BY”,
pero IntXAY" A IntXBY' = IntAXB N Intm, luego
O € IntAXB N IntAY'B (2)

y por el Teorema 7.: IntAB C IntAXB y IntAB C Int@, luego
IntAB C IntAXB N IntAY'B(3), por tanto de (1), (2) y (3) O € IntAB,

- >
ya que si O ¢ IntAB y sabiendo que O €AB entonces
O ¢ IntAXB N IntAY'B = IntX AY' N IntX BY”,

luego O ¢ IntXY"lo cual es absurdo, ya que Int XY’ C IntXAY'NIntX BY"
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b) Veamos que OA = OB
Como AB = AB; XAB = ABY'; AX = BY’ entonces

AXAB =2 ANABY' (L-A-L)
luegoﬁ%AY’yX/B\A%’m\Y’

y por el axioma de suma de angulos congruentes XAY" = )@? !

Por tanto, por el criterio L-A-L, AXAY' = AXBY”, luego AXO = 0Y'B.
Por el criterio A-L-A, AAXO =2 ABOY”, luego AO = OB |

Definicién 19 (Punto medlo) Se Ilama punto medio de un segmento no
nulo AB, al punto O € IntAB tal que AO = OB.

Ahora veamos la unicidad del punto medio.

Teorema 25 (Unicidad del Punto Medio).

EI punto medio de un segmento no nulo es tinico.

Figura 39.

Demostracién. (ver Figura 39.). Sean O y O’ puntos medios de AB, vea-
mos que O = O, luego O'A = O'By OA= OB.

Con OA y O’A pueden suceder tres casos:

i) OA<OA 6 i) OA=0A ¢ iii) OA>0A

i) Si O’A < OA, entonces por definicién de <: O’ esta entre A y O; por el
Axioma de construccién de segmento, existe O” € BA tal que O"B = O'A.
Como O esta entre Ay O (A— 0O —0O) y O,0” estan del mismo lado con
respecto a By OA = OBy O'A = O"B entonces, por el Teorema 10, O”
esta entre O y B (O — O" — B) y como O esta entre Oy B (O’ — O — B)
entonces, por el Axioma I1.5, O” esta entre O y B (O’ — O" — B), luego
BO" < O'B.

Pero BO" = AO' = O'B (Absurdo con lo anterior).
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iii) Se demuestra en forma similar a i).

Por el Teorema 18. (ley de tricotomia para segmentos): O’A = OA. B

Corolario 7. Los puntos medios de segmentos congruentes dividen a los
segmentos en segmentos congruentes.

M B
A1 M1 B 1
C
Figura 40.

Demostracién. (ver Figura 40.). Sea M punto medio de AB y sea M, punto
medio de A;B;. Por el Ax. de construccién de segmento, existe C € Ay B
tal que A C = W; como A— M — By C, By estan del mismo lado con
respecto a A1 y AM = A;C y AB = A, B, entonces por el Teorema 10
A, — C — By; luego por resta de segmentos congruentes: M B = C'B; y como
MB = MA = A,C, entonces CA; = OBy, luego C es punto medio de A, B;
y como el punto medio-de un segmento es tnico, entonces C' = Mj.

Luego AM = MB = MlAl = MlBl [ |

Definicién 20 (Bisectriz). Se llama bisectriz de un angulo AOB no nulo y
no llano a la semirrecta O? C IntAOB tal que AOD = DOB, (ver Figura
41.).

Los dos teorema que veremos a continuacién, garantizan que esta defini-
cion es correcta.

Teorema 26 (Existencia de la Bisectriz).

Dado un angulo no nulo y no llano, entonces existe una semirrecta con
origen en el vértice del angulo y en su interior, que lo divide en dos angulos
congruentes.
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A

0L B

Figura 41.

Figura 42.

Demostracién. (ver Figura 42.). Sea AOB un angulo no nulo y no llano.
Veamos que existe una semirrecta O_X> C IntAOB tal que

AOX =~ XOB.

En efecto, sea P € O—1>4, entonces por el Ax. de construccion de segmento, e-
xiste @ € O? tal que OQ = OP, luego por los teoremas de
existencia y - unicidad del punto medio, existe un 1nico punto
M € IntPQ tal que MP = MQ.

Por lo t@tiAOj\iP\%’ AOMQ@ (por cr—it_e>rio L-L-L). -

Luego MED = MOQ,_p())r lo taﬁo\OM es bisectriz de AOB y Y como
M € IntPQ, entonces OM C IntAOB ( Teorema 7.y corolario 1.) ]

Teorema 27 (Unicidad de la bisectriz).

La bisectriz de un angulo no nulo y no llano es tinica. ‘

Demostracién. (ver Figura 43.). Supongamos que existen dos bisectrices
de AOB.
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P A

/X
M

M’
\Y

QB

Figura 43.

Sean 072 y O—>Y dichas bisectrices. Veamos que 072 = O—1>/

Sea P € O—z>4, entonces por el Ax. de construccion de segmento, existe () € O?
tal que OQ = OP.

Por el Teorema de la barra transversal, existen M y M’ tales que

(M} =PQNOX, {M'}=PQnoY,

Como OP =2 0Q y POM = ]\70\62 y OM = OM, entonces
AOMP = ANOMQ (por L-A-L) y por tanto

MP = MO.
Similarmente: AOM'P = AOM’'Q (por L-A-L) y por tanto
NP~ 170,

Luego M y M’ son puntos medios de PQ, luego M = M’, porque el punto
medio es tnico. |

Corolario 8. Las bisectrices de angulos congruentes dividen a éstos angulos,
en angulos congruentes.

Definicién 21. Sean a y b dos rectas distintas. La recta a es perpendicular
a la recta b, si a corta a b formando angulo recto.
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Observaciones:

1. Para indicar que a es perpendicular a b se emplea la notacién: a L b.

2. Si a L b se sigue de inmediato que b 1 a y por tanto es correcto decir
que las rectas a y b son perpendiculares entre si o que se cortan perpendi-
cularmente.

3. Si dos rectas se cortan perpendicularmente en un punto, los cuatro angulos
que se forman alrededor de dicho punto son rectos, (ver Figura 44.)

a

1 ] !

Figura 44.

Teorema 28 (Existencia y unicidad de la perpendicular por un pun-
to de una recta).

Por un punto de una recta dada en un plano 7T pasa una y solo una per-
pendicular a dicha recta.

Demostracion: la demostracion consta de dos partes. Veamos primero que
si 1 es la recta dada en el plano 7T y A es un punto cualquiera de 1, hay por
lo menos una recta perpendicular a 1 que pasa por A y esta situada en 77.

Para demostrar esta primera parte, sea k una recta distinta de 1 y que
también pasa por A. Sea k una de las semirrectas en que A divide a k.

Si los angulos £ (1, k) y £(I’, k) que forman un par lineal, son congruentes,
cada uno es recto y por tanto k L 1y la demostracién termina, (Ver Figura
45.).
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A 5 L

I
|
|
|
|
|
v

Figura 45.

Pero si los angulos del par lineal son diferentes, por el Ax. de construccién

de éngulo, sea h una semirrecta de origen A situada en el semiplano 7T . ¢
tal que:

(1) «£(Lk) = £(I h)

Se presentan dos posibilidades respecto a h:

|i) La semirrecta h estéd en el exterior de £(I, k). (Esto ocurre cuando
£(1,k) es agudo, (Figura 46.)).

(i) La semirrecta h estd en el interior de £(I,k). ( Esto ocurre cuando
£(1,k) es obtuso, Figura 47.).

=

h k k

I’ A [ I A [
Figura 46. Figura 47.

Para ambos casos se puede continuar de la siguiente manera:

Se traza por A la bisectriz b del éngulo £ (k,h). Por tanto:




3.4. PUNTO MEDIO Y BISECTRIZ

(2) 4£(h,b) = £(k,b), (Figura 48.).

59
¢ b
\
h &
v A l
Figura 48.

De (1) y (2) se obtiene, por suma de angulos, en el caso del angulo agudo
y por diferencia, en el caso del angulo obtuso,

A(I;b) = £(I,b)
Estos dos angulos forman un par lineal, luego cada uno de ellos es recto. Se
concluye asi que b L 1.

el plano 7T.

Veamos ahora que b es la tinica perpendicular a 1 que pasa por A y esta en
Sea ¢ una perpendicular a 1 que pasa por A y estd en 77. Sea € la semi-
rrecta de origen en A que estd en el semiplano 7T : b.

Por tanto el 4ngulo £(1, €) es recto y como todos los d4ngulos rectos son
congruentes (Teorema 23), se sigue que:

£(1,¢)

I

£(1,B)

Por el axioma de construccion de angulo se concluye que las semirrectas
Cc y b coinciden y esto demuestra la segunda parte de la prueba.
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Definicién 22 (Mediatriz).
La recta perpendicular en el punto medio de un segmento no nulo se le llama
mediatriz del segmento.

Definicién 23 (Segmentos notables en el tridngulo).

i) En todo tridngulo, se llama altura del triangulo al segmento perpendi-
cular trazado desde uno cualquiera de los vértices, al lado opuesto o a su
prolongacion .

ii) Se llama mediana del triangulo, al segmento comprendido entre uno cual-
quiera de los vértices y el punto medio del lado opuesto .

iii) Se llama bisectriz del triangulo al segmento comprendido entre uno cual-
quiera de los vértices y el lado opuesto y que divide al angulo correspondiente
a dicho vértice en dos angulos congruentes.

B D M C

Figura 49.

En la Figura 49.: BH altura, AM mediana, AD bisectriz

Observacion: tanto la mediana como la bisectriz son segmentos que estan en
el interior del tridngulo. Sin embargo la altura no siempre esta en el interior.

Teorema 29 (Propiedades del tridngulo isésceles).

En un triangulo isoésceles, la mediana correspondiente a la base es altura,
bisectriz y esta contenida en la mediatriz de la base.

Demostracion: sea AABC isésceles con AB = AC' 'y AM la mediana co-
rrespondiente a la base BC, (Figura 50.).
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A

M

Figura 50.

Se tiene BM = MC (definicién de mediana), con M entre By C.
Por tanto, AABM = ANACM (L-L-L). De donde,

ABAM = LMAC, luego AM es bisectriz del AABC.
También £ BMA = LAMC, con lo cual se tiene un par lineal de angulos
congruentes y por tanto AM 1 MC, o sea que AM es altura del AABC.
Ademas, como M es punto medio de BC, el segmento AM esté sobre la
mediatriz del segmento BC. |

Observacién:

a). También es cierto que: en un tridangulo isésceles, la bisectriz correspon-
diente a la base es altura, mediana y estd contenida en la mediatriz de
la base (demostrarlo).

b). También es cierto que: en un tridngulo isésceles, la altura correspon-
diente a la base es bisectriz, mediana y esta contenida en la mediatriz
de la base (para su demostracién se necesita uno de los criterios de
congruencia de tridngulos rectangulos).

El siguiente teorema es el reciproco del teorema anterior, la parte i), ii) y
iii) se pueden demostrar facilmente y se dejan como ejercicio, la parte iv) se
puede demostrar cuando se tengan los teoremas de congruencia de tridangulos
rectangulos.
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Teorema 30 (Reciproco del teorema anterior).

i). Sien un tridngulo coinciden la mediana y la altura entonces el tridangu-
lo es isosceles.

ii). Sien un tridngulo coinciden la bisectriz y la altura entonces el tridngu-
lo es isosceles.

iii). Si en un triangulo la mediana esta contenida en la mediatriz entonces
el triangulo es isésceles.

iv). Si la mediana y la bisectriz relativas al lado adyacente a los dngulos
agudos de un triangulo coinciden, entonces el triangulo es isosceles.

Construcciones basicas:

1. Hallar el punto medio y la mediatriz de un segmento dado.

-
3
AR

Figura 51.

Construccién. (Ver Figura 51.) Para la construccién, haremos los
siguientes pasos consecutivos.
= Con centro en A y radio AB trazo arco.

= Con centro en B y el mismo radio trazo arco que corta al anterior
arcoen X e Y.
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— S
s Uno X con Y y larecta XY cortaa AB en M.

«— P JR—
= La recta XY es mediatriz de AB y M es punto medio de AB.

Justificacion. Como X e Y estan en semiplanos opuestos con respecto
—

AB, entonces existe un punto M tal que
I S—
{M}=XYNAB.

Por el criterio L-L-L, AAXB = AAY B, luego XAM = ]\m, luego
por el criterio L-A-L,

AXAM = ANY AM

luego XMA = YAM y ambos forman par lineal, por lo tanto son
rectos, entonces en el triangulo isésceles ANAX B, XM es altura y por
el teorema de las propiedades del triangulo isésceles, X M es mediana y

— - —
X M es mediatriz. Luego M es punto medio de AB y XY es mediatriz
de AB.

2. Hallar la bisectriz de un angulo dado.

Figura 52.

Construccién. (Ver Figura 52.) Para la construccién, haremos los
siguientes pasos consecutivos.

] C_o)n centro en O y radio cualquiera, trazo arco que corta los lados
OAvy @ del angulo dado AOB en P y (@ respectivamente.
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= Uno P con Q.
» Hallo M punto medio de PQ.

= Uno O con My _O—]\_)f es la bisectriz de AOB.

Justificacion. Como OP = 0Q y MP = M@y OM = OM entonces
AOMP = ANOMQ,

luego
POM = QOM,

—_> —_—
por lo tanto OM es bisectriz de AOB.

3. Trazar una perpendicular por un punto P de una recta [.

X
‘\ P
Zt/\
A2 ANEN
s/ NN
7 7/ N
/7 7 AN
/7 v
/7 N
/ / AU
/ / AN
;7 AN
/ / ANEERY
/ A
[ \
1/ N
; [
Aw P &B
Figura 53.

Construccién. (Ver Figura 53.) Para la construccién, haremos los
siguientes pasos consecutivos.

= Con centro en P y radio cualquiera, trazo arco que corta a l en A
y B.

= Con centro en A y radio AB trazo arco.

= Con centro en B y radio AB trazo arco que corta al anterior arco
en X.

—
= Uno P con X y XP es perpendicular a [.
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Justificacion. Como AX = BX entonces el AXAB es isosceles, y
como P es punto medio de AB entonces X P es mediana y por el
teorema de las propiedades del triangulo isosceles, X P es altura, luego

—
XPL1I.

4. Trazar una perpendicular por un punto P exterior a una recta [.

P
/N
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
7
\\j/ \\// l
A~ M -~ B
Figura 54.

Construccién. (Ver Figura 54.) Para la construccién, haremos los
siguientes pasos consecutivos.

= Con centro en P y radio suficientemente grande trazo arco que
cortaalen Ay B.

» Hallo M punto medio de AB.
«—
s UnoPcon My PMLI.

Justificacién. Como AP 2@ entonces el APAB es isdsceles, y
como M es punto medio de AB entonces PM es mediana y por el
teorema de las propiedades del tridangulo isésceles, PM es altura, luego

«—
PM1 1.

5. Construir un tridngulo dados dos lados y el angulo comprendido.

Datos: a, 5, ¢
Construccién. (Ver Figura 55.) Para la construccién, haremos los
siguientes pasos consecutivos.
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Figura 55.

Sobre una recta [ fijo un punto B.

Con centro en B y radio a trazo arco que corta a [ en C.

Con vértice B y lado f@ trazo el angulo B, lo cual produce la
semirrecta BX.

Con centro en B y radio c¢ trazo arco que corta a BT% en A.
Uno A con C, el AABC es el tridngulo pedido.

Justificaciéon. Esta construccion esta respaldada en el axioma L-A-L.

. Construir un triangulo dados dos dangulos y un lado adyacente a los

angulos.

Datos: 3, a, 7
Construccién. (Ver Figura 56.) Para la construccién, haremos los
siguientes pasos consecutivos.

Sobre una recta [ fijo un punto B.

Con centro en B y radio a trazo arco que corta a [ en C.

Con vértice B y lado @ trazo el angulo 3, lo cual produce la
semirrecta BX.

Con vértice C' y lado C § trazo el angulo 7, lo cual produce la
semirrecta C'Y, esta semirrecta corta a la semirrecta BX en A.
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=)

Figura 56.

» El AABC es el triangulo pedido.

Justificacion. Esta construccion esta respaldada en el teorema A-L-A.
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3.5. Ejercicios y Problemas del Capit. 3.

1.

A

Dados dos puntos O y () en un plano «, existen en el plano o un nﬁﬁro
indeterminado de puntos P que satisfacen la congruencia OP = OQ).
Si A, B, E, F son colineales y AB =2 EF entonces AE = BF.
SiA-B-CyA —C'—B' yAC = A'C" entonces AB < A'B'.
Dado el tridngulo AABC con AB = AC, sea D un punto en la semi-
rrecta AB en el orden A— B — D y sea E' un punto en la semirrecta A
en el orden A—C — E. Si DC y BE se cortan en el punto F 'y BAF =
C AF entonces los triangulos ADBF y AECFE son congruentes.
Dado el AABC, sean X, Y, Z puntos en el exterior del tridangulo tales
que AAXB, AAYC'y ABZC son equildteros. Demostrar que XC' =
YB = ZA. (Ayuda: suponer que los angulos en todos los tridngulos
equildteros son congruentes)
E
D A B / 6. Se prolongan los lados de un tridngulo
equilatero AABC' como se indica en la
figura. Si
AD = BE=CF
¢ demostrar que D, E. F son los vértices
F de otro triangulo equilétero.
O . o
7. Observe la figura y considere como hipdtesis
las siguientes proposiciones:
AOB = DOE; B estd entre Ay C, FE
estd entre Dy C', AC = DC, OA= OD.
Demuestre que:
- A~ D,OB =~ OE,BC ~CE y OC es bi-
B L D sectriz de DOA.

8. Sea P un punto en el interior de un triangulo AABC' tal que la recta

— - — - R R
AP corta a BC en M y la recta PC' corta a AB en N. Si PM = PN
y AP = PC', demostrar que el tridngulo AABC' es isdsceles.
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9.

10.

12.

13.

14.

15.

En el tridangulo AABC' equilatero se toma D entre Ay B; E entre By
Cy Fentre Ay C, con AD = BE = C'F, demostrar que el triangulo
ADEF es equilatero.

Con un segmento BC' como lado comtin, se trazan dos tridngulos con-
gruentes ABAC y ABDC con Ay D en el mismo lado con respecto
—

a la recta BC' y de manera que BD y C'A se cortan en O. Demostrar:
a.) El ADOC = NAOB.
b.) El ABOC es isésceles.

A 11. En la figura, la semlrrecta O? es la bisectriz
de los angulos BOD y AOE OA = OF,
OB OD. Demostrar que:

a.) AOD = BOE, AD = BE, AB= ED.
b) Demostrar que si 1@ y Eﬁ se cortan en I,

«—
E D entonces I es un punto de OC

le

En un tridngulo AABC, con AB = AC se toma un punto E en la
prolongacién de AB a partir de B y un punto D en la prolongacién de
AC a partir de C' y de tal manera que BE = CD, se une B con D y
E con C que se cortan en Q). De@s\trar que:

DB = CE, QD =QF, QRAB = QAC.
Dados los triangulos AABC y AMNP tales que AC = MP, BC =

NP ylamediana AD es congruente con la mediana M@ entonces el

ANABC' = AMNP.

En un triangulo isésceles AABC’ con AB = AC, , sea AM la medlana
relativa a la base, sea P € MA sea D e PBNCAy E € PCn BA
Demostrar que si T' € ﬁ entonces 7D = TE.

Enlos AABC y AA'B'C’', AD y A’D’ son bisectrices de BAC y BAC
respectivamente. Si AD = A'D' y BAC = B'A'C' y AB = A'B’ en-
tonces AABC = NA'B'C".
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16.

%%

19.

En la figura tenemos OAy OC forman dngu-
lo recto, OB y OD forman angulo recto,

K
M.

OA = 0B, OC = OD. Demostrar que:
AD = B_C, B~ A AMDE = ANCE.

. En la figura, O es punto medio de AB y CD;
demostrar que:
A2 B, MC=DN, OM=ON.

En lafigura se tiene HK 2 IK, GH =1J,
probar que:

GK ~JK, GKHZ==IKJ.

En la ﬁgura se_tien tiene O punto medio de
AB; A0D = BOC’ A~ B. Demostrar
que OD = OC, AD = BC, C =~ D, AEOF

es isosceles, AEGF es isosceles.




3.5. EJERCICIOS Y PROBLEMAS DEL CAPIT. 3. 71
C

20. En la figura se tiene que AB es bisec-
triz de A y E; M esta entre Ay B,
CyDen <ie)miplamos opuestos con res-

A B pecto a AB. Demostrar que: ACAD

es isosceles, CD 1. AB, MC = MD,

MCD = MDC

D

21. Probar que si en un triangulo AABC:
a.) AD es a la vez mediana y altura, entonces AABC es isésceles.
b.) AD es a la vez bisectriz y altura, entonces AABC es isésceles.
c¢) Podria decirse que el tridngulo es isésceles si la bisectriz es a la vez
mediana? !justifique!.

O 22. 51 N estaentre O y A, M esta entre O y B;
AM BN = {P}; PN = PM; AP = PB.
Demuestre que:

N M i) AOAB es isésceles.
ii) OP es bisectriz de AOB

A B

23. En un tridngulo AABC; AB = AC. Se trazan las medianas BD y CE
relativas a los lados congruentes, los cuales se cortan en el punto I.
a) Demuestre que ABIC' y ADIE son isdsceles.
b) Comparar ABIE y ADIC.
c¢) Mostrar que los puntos A, I y los puntos medios de ED y BC son
colineales.

24. Demostrar que las bisectrices de dos angulos opuestos por el vértice
forman semirrectas opuestas.

25. Demostrar que si dos rectas se cortan, las bisectrices de los cuatro
angulos forman dos rectas perpendiculares.
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E  26. En la figura AB = AC' y AD = AE. De-

mostrar que OA es bisectriz de DOE.

@)

27. Sea C un punto en el interior de un segmento AB, desde A y B se

28.

29.

30.

trazan semirrectas a lado y lado de AB que hacen dngulos congruentes
con AB como lo indica la figura. Sobre estas semirrectas se toman
M, M' N, N tales que: AM 2 CB >~ BN’y BN 2 AC = AM'.
Demostrar: MC' = NC, AN = BM', AN'= BM,
BAN' =~ ABM

M/

N

En un triangulo AABC' se traza la bisectriz E del angulo BAC. Se
toma en AD los puntos E y F tales que AE = AB y AF = AC.
Demostrar que BF = CFE.

Por un punto M de la bisectriz del angulo A se trazan dos rectas que
hacen dngulos congruentes con AM, una de estas rectas corta los lados
de A en los puntos B y C' respectivamente y la otra en los puntos D
y E de tal manera que B y D quedan sobre uno de los lados de A .
Demostrar que ME = MB, MC=MDy FED=BC.

Para los tridngulos AABC y AA'B'C" se tiene que B~p y BC =
B'C" y las bisectrices BE = B'E'. Mostrar que AABC = NA'B'C’
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31.
32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.
43.

44.

45.

Construcciones con regla y compas.
Construir un triangulo rectangulo dados los dos catetos.

Construir un triangulo rectdngulo dado un cateto y un dngulo agudo
adyacente al cateto.

Construir un tridngulo rectangulo dado un cateto y un angulo agudo
opuesto al cateto.

Construir un triangulo rectangulo dada la hipotenusa y un cateto.

Construir un triangulo rectangulo dada la hipotenusa y un dngulo agu-
do.

Construir un triangulo rectangulo dados un cateto y la bisectriz del
angulo agudo adyacente al cateto.

Construir un triangulo rectangulo dados un cateto y la mediana relativa
al cateto.

Construir un triangulo rectangulo dados un cateto y la mediana relativa
al otro cateto.

Construir un triangulo rectangulo dados un cateto y la altura relativa
a la hipotenusa.

Construir un triangulo isésceles dada la base y la altura. Justificar la
construccion.

Construir un triangulo isésceles dada la base y un angulo de la base.
Construir un triangulo isésceles dado un angulo de la base y la altura.

Construir un triangulo isésceles dado el lado congruente y el angulo del
vértice.

Construir un tridangulo rectangulo dada la bisectriz del angulo recto y
la altura relativa a la hipotenusa.

Construir un triangulo isésceles dado uno de los lados congruentes y la
altura relativa a este lado.
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46

47.

48.

49.

50.

. Construir un tridngulo isésceles dada la magnitud de los dos lados
congruentes y la altura relativa a la base.

Construir un triangulo rectdngulo dada la bisectriz del angulo recto y
un cateto.

Construir un triangulo isésceles dado uno de los lados congruentes y la
mediana relativa a este lado.

Construir un tridngulo isosceles dada la base y la altura relativa a uno
de los lados congruentes .

Construir un tridngulo isésceles dada la base y el angulo opuesto a la
base .




CAPITULO 4

AXIOMAS DE CONTINUIDAD Y
DE PARALELISMO

4.1. AXIOMAS DE CONTINUIDAD

Los axiomas de continuidad permiten, eligiendo una unidad lineal o seg-
mento lineal, definir, para cada segmento, de manera tinica un nimero real no
negativo llamado longitud del segmento (Axioma de Arquimedes) y recipro-
camente determinar la existencia de un segmento cuya longitud sea igual a
un numero real no negativo dado. (Axioma de Cantor).

IV.1 Axioma de Arquimedes

Sean AB 'y C'D segmentos arbitrarios. Entonces sobre la semirrecta @
existe un numero finito de puntos Ay, As, ..., A, situados de manera
que A; esta entre Ay Ay, Ay estd entre A; y Az y asi sucesivamente,
tales que los segmentos AA; , AjAs, ..., A, 1A, son congruentes a
CD y B estd entre Ay A,, (Ver Figura 1.).

IV.2 Axioma de Cantor
Si en una recta cualesquiera a se tiene un ntimero cualesquiera de seg-
mentos A; By, A3Bs,. .., de los cuales cada uno esta en el interior del
anterior. Suponemos ademas que cualquiera que sea un segmento pre-
fijado EF, existe un nimero n tal que el segmento A, B, es menor que

I6)
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—
C D
Figura 1.

EF. Entonces existe un punto X € a que esta en el interior de todos
los segmentos.

Como consecuencia del anterior axioma, Cantor demostré que los pun-
tos de una recta se pueden poner en correspondencia biunivoca con los
puntos de un segmento y a su vez los puntos de una recta se pueden
poner en correspondencia biunivoca con los niimeros reales.

Teorema 31.

Para cualquier niimero real x > 0, existe un segmento cuya longitud es x.

A continuacion, utilizando el axioma de Arquimedes, analizaremos el pro-
ceso de medicién que consiste en asignar un nimero real a un segmento dado.

Sea AB cualquier segmento y C'D un segmento que se fija arbitrariamente
como unidad, al cual asignaremos como longitud el niimero real uno. Sobre
la semirrecta AB se van superponiendo segmentos congruentes a C'D de tal
manera que se obtienen los puntos Py, P, ..., P,, P11 y el punto B esta entre
Ay P,,1, (ver Figura 2.).

L [
A P Py Py ﬁnB P

—
C D
Figura 2.

Puesto que AP, =2 CD, PP, = C’&. ., P,P,.1 = CD, entonces lo que
se ha hecho es recubrir el segmento AB utilizando un segmento unidad .
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Puede ocurrir que P, coincida con B. Aqui el segmento unidad estda en AB
exactamente n veces, (ver Figura 3.).

A B
1 1 1 ] 1 ]
I 1 1 1 1 1
P P, Pieceosseestnsscasianecnnnns P, Poiq
C D
Figura 3.

Entonces definimos la longitud del segmento AB como el ntimero real n
y terminamos el proceso de medicion. Pero puede ocurrir que P, no coincida
con B. En dicho caso B estara entre P, y P,.1 y por tanto la longitud del
segmento AB estd comprendido entre n y n + 1, (ver Figura 4.).

B

P, P

Figura 4.

Si la longitud del segmento es a, entonces n < a < n + 1. Ahora bien,
podemos seguir el proceso de subdivisiones para aproximarnos cada vez mas
a la medida de AB. Si ¢ es el punto medio de P,P,,; (sabemos que todo
segmento tiene punto medio), puede ocurrir que:

1. ¢; coincida con B
2. qp esté entre P,y B
3. q esté entre By P,

Los tres casos se ilustran en la Figura 5.
En el primer caso a =n + % y termina el proceso de medicion.

En el segundo caso n + % < a <n+ 1. No termina el proceso de medicion.
En el tercer cason < a <n + % No termina el proceso de medicién.
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B

I i |

Pn q1 Pn+1
B

I i i |

Pn q1 Pn+1
B

I i i |

Pn q1 Pn+1
Figura 5.

Para los casos dos y tres se puede continuar el proceso tomando los pun-
tos medios de q, P11 6 P,q; segun donde se encuentre B. Puede ocurrir que
B coincida con uno de estos puntos medios y en este caso a = n + % + i
6 bien a=n+ }L. En caso contrario, el proceso continta.

Mediante este proceso se obtiene, en cada paso, un valor mas proximo a
la longitud de AB y eventualmente puede obtenerse en un niimero finito de
pasos el valor exacto de dicha longitud. Es posible demostrar que cuando el
proceso se extiende indefinidamente, se obtiene el valor exacto de la longitud
de AB.

El proceso que se ha descrito anteriormente se llama de MEDICION y el
nimero encontrado es la medida del segmento AB o la longitud de AB que
denotamos por: m (AB) 6 AB.

Dicho proceso lo podemos precisar con la siguiente definicion.

Definicién 24 (Medida de segmentos). La medida de segmentos es una
funcién que asigna a cada segmento un nimero real no negativo, tal que:

1. Para un segmento CD, fijado arbitrariamente, m (CD) = CD = 1,
(C'D es llamado segmento unitario).

2. m(AB) = m(A,By) (0 AB = A\B,), si y solo si AB = A, By, (dos
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segmentos son congruentes si y solo si tienen la misma medida).

3. Si B estd entre A y C, entonces: m (AC) = m (AB) +m (BC) (o
AC = AB+ BC), (ver Figura 6.)

4. m(AB) = AB =0 sii A coincide con B.

A B

O-

Figura 6.

4.2. MEDIDA DE ANGULOS

En forma analoga a lo dicho para la medida de segmentos, existe un pro-
ceso para la medicion de angulos.

Denotaremos la medida del dngulo ABC por m ABC.

Definicién 25 (Medida de angulos). La medida de angulos es una fun-
cion que asigna a cada angulo un numero real no negativo tal que:

1. Para un dngulo ]jQ\R, fijado arbitrariamente, m (];Q\R) =1, (@ es
llamado angulo unitario).

2. m(ABC) = m (A, B;Cy) sii ABC = A, B,C,

3. Si BAC v CAD son angulos adyacentes y 1@ C IntBAD (ver Figura
7.), entonces:

m (BAC) + m (CAD) = m (BAD)

4.m(A/O\B):OsiysolosiO—x>4£O?
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Figura 7.

Segin el Teorema 23, todos los angulos rectos son congruentes y por lo
tanto, utilizando la propiedad 2, tienen la misma medida. Podemos enton-
ces, emplear como unidad de medida angular una noventava parte del angulo
recto (g5). Dicha unidad de medida la llamaremos grado.

Con esta unidad de medida, cualquier angulo tiene una medida entre 0 y
180 grados.

La medida del angulo nulo sera 0 y la del angulo llano seré de 180. Andlo-
gamente como en segmentos, es posible demostrar que dado un nimero real
a entre 0 y 180, se puede construir un angulo cuya medida sea a.

Observaciones:
1. En cada segmento existen puntos que lo dividen en n segmentos congruen-
tes.

2. En cada angulo, por su vértice, pasan semirrectas que lo dividen en n
angulos congruentes.

3. AB > CD, si y solo si mAB > mCD.
4. Si ABC > Aﬁ?l\Cl, si y solo si m (1@) >m (Al/Bl\C’l).

5. Los puntos medios de segmentos congruentes determinan segmentos con-
gruentes.

6. Las bisectrices de dangulos congruentes determinan angulos congruentes.
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7. La medida de un par lineal es constante e igual a la medida de un angulo
llano.

Definicién 26. Dados los angulos A v B:

1. Si m( ) + m(B) = 180°, diremos que el dngulo A es suplemento del
angulo Bé que A v B son suplementarios.

2. Si m(;l) + m(l?) = 90°, diremos que los dngulos A v B son comple-
mentarios.

Teorema 32.

a) Los suplementos de dngulos congruentes son congruentes.
b) Los complementos de dngulos congruentes son congruentes.

Demostracmn a) Sean A y B angulos respectivamente suplementarios a
los angulos D y E y tales que D~E.

Por hipétesis: m(A) + m(D) = 1800 (1)
m(B) +m(FE) =180° (2)
m(D) =m(E) (3)
De (1), (2) v (3) se sigue que : m(A) = m(B) y de aquf se concluye que

A=~ B,

12

La parte b) de este teorema se hace en forma andloga a a). [

Observacion:

1. También usaremos para la medida de un dngulo letras griegas como «, (3, 7,
etc.

2. Abusando de la notacién, y entendiendo por el contexto lo que se quiere
decir, usaremos indistintamente el dngulo o su medida.

Definicién 27 (Rectas Paralelas).

Sean | y r dos rectas dadas contenidas en un mismo plano. Decimos que [ es
paralela a r, y lo denotamos como l || r, si:

i)l es la misma recta r 6

ii) | es diferente ar y INr = ¢
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Definicién 28 (Angulos alternos internos). Dadas dos rectas distintas
vy coplanares cualesquiera cortadas en puntos distintos por una secante, se
llaman angulos alternos internos aquellos que:

1. Tienen sus vértices en estos puntos distintos.

2. El segmento cuyos extremos son los puntos distintos, es comin a los
dos angulos.

3. Sus interiores estan en semiplanos opuestos con respecto a la recta
secante.

4. No son adyacentes.

En la Figura 8.: los angulos A'B'B y B'BC son alternos internos.

Figura 8.

Dadas dos rectas distintas y coplanares cortadas en puntos distintos por
una secante, los dngulos que tienen sus vértices en estos puntos distintos, sus
interiores estan del mismo lado respecto a la secante y uno de los lados que
esta sobre la secante contiene al lado del otro angulo, se les llama angulos
correspondientes.

Dadas dos rectas distintas y coplanares cortadas en puntos distintos por
una secante, los angulos que tienen sus vértices en estos puntos distintos, sus
interiores estan a un mismo lado de la secante y son adyacentes al segmento
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comun cuyos extremos son los puntos distintos, se les llaman aAngulos inte-
riores.

En la Figura 8.: los angulos D'B'C y B'BC son correspondientes y los
angulos C"B'B y C' BB’ son angulos interiores.

Teorema 33 (Teorema de angulos alternos internos).

Si dos rectas distintas coplanares cortadas por una secante en puntos dis-
tintos, hacen con ella una pareja de angulos alternos internos congruentes,
entonces son paralelas.

Demostracion: sean [ y r las rectas coplanares dadas, [ diferente de r y sea
t una recta que corta a [ y r en puntos B y B’ respectivamente y de modo
que: A’B'B = CBB’

Figura 9.

Vamos a demostrar que [ || 7, o lo que es lo mismo [ N7 = ¢.
Razonemos por reduccién al absurdo, esto es, supongamos que los angulos
alternos internos son congruentes y que [ no es paralela a r.

Entonces se cortaran en un punto D. Podemos suponer que se cortan en
el mismo semiplano respecto a t en que estdan C'y C’, (ver Figura 9.).
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Consideremos el triangulo ABB'D. Como ABB =~ CBB (hipétesis),

entonces, por el teorema del par lineal (Teorema 14) BB'D = B'BA (1).
Ahora, por el axioma de construccién de segmentos, existe F en la semirrecta

B'A’tal que B'E = BD. Unamos B con E. Los tridangulos ABB'Dy ABB'E
son congruentes (L-A-L), de donde:

EBB' =~ BB'D
pero BB'D =~ B'BA por (1). Luego, EBB =~ B'BA

Bl v BA

Y como BE y BA estan en el mismo semiplano respecto a t, por el axioma

de construccion del angulo B g = BA, lo que nos dice a la vez que E € BA,
<

es decir, F pertenece a la recta [ . Pero también D € [. Luego [ =DFE y como

—
la recta DE' es la misma r, se tiene finalmente que m = [ . Contradicciéon con
la hipétesis ya que habiamos supuesto que [ y r eran dos rectas diferentes. W

Corolario 9. Si dos rectas distintas y coplanares, cortadas por una secante
en puntos distintos, forman con ella angulos correspondientes congruentes,
entonces son paralelas.

Corolario 10. Dos rectas distintas y coplanares, perpendiculares a una ter-
cera son paralelas entre si.

Demostracién: (ver Figura 10.), sean ! L ¢t y r L t. Demostremos que [ || r.
Como [ L t, entonces @ es recto.

Como r L t, entonces A'B'B es recto y por lo tanto su angulo adyacente

C'B'B es recto. Ast que ABB = C'B'B por ser ambos rectos. Se sigue

entonces que la secante ¢ hace con las rectas [ y r angulos alternos internos

congruentes, luego por el teorema de dngulos alternos internos, [ || r. [

Construccién basica: por un punto P exterior a una recta [ trazar una
paralela a la recta.

Datos: [, P.

Construccion. (Ver Figura 11.) Para la construccion, haremos los siguientes
pasos consecutivos.

= Con centro en P y radio suficientemente grande trazo arco que corta a
[en X.

= Con centro en X y el mismo radio trazo arco que corta a [ en Y.
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C’ B’ A’

H .

Figura 10.

Figura 11.

» Con centro X y radio Y P trazo arco.

s Con centro en P y radio Y X trazo arco que corta al anterior arco en

Z.

—
» Uno Pcon Zy PZ| L.

Justificacion. Como YX = PZ YP= X7 y PX = PX entonces

APYX 2 ANPZX

luego
ZPX =2 PXY

—
y por tanto PZ|Y X.
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Definicién 29 (Angulo exterior a un tridngulo). El dngulo que hace

par lineal con un angulo interior de un triangulo se le llama angulo exterior
del triangulo.

Teorema 34 (Teorema del dngulo exterior. T. £ E).

Todo angulo exterior de un triangulo es mayor que cualquiera de los
angulos interiores no adyacentes.

Demostracién. (Ver Figura 12.). En un tridngulo AABC consideremos el

angulo exterior ACD. Dicho angulo es adyacente al angulo C del triangulo.
A

Figura 12.

A\/anm demostrar:
i) A< ACD
ii) B < ACD

Veamos i). Basta demostrar que no puede darse que:
ACD<A y ACDx~A

a) Supongamos que A/C5 < A. Entonces existe una semirrecta m en
el interior de _B_/Ai)\C’ y tal que ACD = @
Ahora como ﬂ/l estd en il interior de BAC, por el Teorema de la Barra
Transversal, AM corta a BC' en un punto G, G entre By C.
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— — — — —
Consideremos las rectas AG, CD y la secante AC'. Como ACD = CAG y
ACD y CAG son angulos alternos internos, entonces por el Teorema de los

—r - -
angulos alternos internos, C'D||AG, contradiccién ya que C'D y AG se cortan
en G.

b) Supongamos ahora que ACD ~ A, (ver Figura 13.)

A

B Figura 13. < b

— — — — ~
Si consideramos las rectas AB y C'D y la secante AC, como ACD = A|
por Teorema de los angulos alternos internos, se tendria que:

— — —
AB||CD. Contradicciéon, ya que AB y C'D se cortan en B.

Con a) y b) queda demostrado 1i).

ii) La prueba de que B < ACD es completamente similar y se deja como
ejercicio. [ |

Corolario 11. En todo triangulo rectangulo, los angulos interiores diferentes
del angulo recto son agudos.

Demostracién (Ver Figura 14. ) ABD es angulo exterior al triéngulo AAB C.
Luego C < ABD pero ABD = ABC de donde se concluye que: C < ABC.
De la misma manera se demuestra que el angulo A < ABD. |

Teorema 35.
Por un punto exterior a una recta se puede trazar una perpendicular a la

recta y solo una.
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A

.0

D B C
Figura 14.

Demostracién. 1. Existencia:
Sea P ¢ [. Tomemos A y B en [, unimos P con A y consideremos el angulo

PAB.
e
Por el axioma de construccion del angulo, existe AM C 70 _p y tal que:

PAB =~ BAM

—
Con AM puede ocurrir:
i) Que sea opuesta a AP.
ii) Que no sea opuesta a 1@

—
i) Si AM es opuesta a ﬁ, entonces el

angulo PAB es recto ya que PAB y BAM P
forman par lineal y son congruentes. Por
—
lo tanto AP Iy pasa por P, (ver Figura A . )
15.). B
M
Figura 15.

o
ii) Supongamos ahora que AM no es opuesta a 1@, (Figura 16.). Tome-

mos sobre AM el punto T' de modo que AT = AP. Es claro que Py T estdn
en semiplanos opuestos respecto a la recta [. Por tanto, PT corta a [ en Q).
con el punto () pueden ocurrir tres casos: a) (), B estan del mismo lado de
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Figura 16.

A, b) Q = A, este caso fue el que se demostré en i), c) Q@ — A — B.
Caso a) Como APAQ = ATAQ (L-A-L). Luego

PQA~TQA y TQA~PQB

por opuestos por el vértice. O sea que: @ = @

— —
De donde PQB es recto, entonces se tiene que la recta PT es perpendicular
a la recta [.
Se deja como ejercicio demostrar el caso c).

2. Unicidad, (ver Figura 17.). p

1.
Q R M

Figura 17.

Supongamos que por P se pueden trazar dos perpendlculares distintas
—

PQy PR a [. Consideremos el triangulo APQR. Como PRM y PQR son
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rectos, entonces PRM = fQ\R Contradiccion ya que por el Teorema del

—

angulo exterior, ];Q\R < PRM. [

Definicién 30.

a. (Distancia de un punto a una recta) La medida del segmento per-
pendicular trazado desde un punto exterior a una recta es llamada distancia
del punto a la recta.

b. La proyeccion ortogonal de un punto exterior a una recta, es el punto de
interseccion de una recta perpendicular desde el punto a la recta.

Teorema 36.

a. Las proyecciones de los puntos de un lado de un angulo obtuso sobre la
recta que contiene al otro lado, estan en la semirrecta opuesta al otro lado.
b. Las proyecciones de los puntos de un lado de un angulo agudo sobre la
recta que contiene al otro lado, estan sobre el otro lado.

B

DO D A O A
Figura 18.

Demostracién. (Ver Figura 18.) Supongamos que AOB es obtuso y sea

_ — >
CD 1 OA con C € O? y D €0A; con el punto D pueden suceder tres
casos: i). D € O—}l, ii). D = O, iii). D esta en la semirrecta opuesta a OA.
Veamos que_l>os casos i., ii. conducen a un absurdo.

i). Si D € OA entonces , luego el ACOD existe y por el teorema del d&ngulo
exterior en el ACOD: CDA > C/O\D, pero el COD es por hipétesis obtuso
y CDA es recto. Absurdo!

ii). Si D = O entonces el COA es a la vez obtuso y recto, Absurdo!
Luego se produce i).: D — 0O — A
b. Este caso se deja como ejercicio. |
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Teorema 37 (Existencia de rectas paralelas).

Por un punto exterior a una recta | se puede trazar una paralela a la recta.

Nota: obsérvese que la proposicion asegura que se puede trazar al menos
una paralela a la recta dada. Acerca de la unicidad, o sea que esa paralela
sea Unica o no, la proposicién no afirma nada.

Demostracién. (Ver Figura 19.). Sea P ¢ [, entonces el punto P y la recta
[ determinan un plano 7. Demostremos que existe una recta r C 7w que pasa
por Py tal que r || [.

P r
L]
H z
Q
Figura 19.

Sea t la perpendicular a [ bajada por P. Por P trazamos la recta r per-
pendicular a t. Entonces r || [ ya que r y [ forman con ¢ una pareja de dngulos
A.1. congruentes (en este caso angulos rectos). |

Teorema 38 (Caso lado-dngulo-angulo: L-A-A).
Sean los triangulos AABC y ADEF tales que:

BAC ~EDF, CBA=~TFED.

Si AC = DF 6 CB = FE, entonces:

ANABC = ADEF.

Demostracién. (Ver Figura 20.). Bastara con demostrar que AB = DFE ya
que de aqui se concluye que AABC = ADEF (L-A-L).
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D E

Figura 20.

Razonemos por reducciéon al absurdo.

Supongamos que AB no es congruente a DE (AB % DE). Entonces:
i) AB>DE ¢

ii) DE > AB

Veamos que en cualquiera de los casos se llega a una contradiccion.
i) Si AB > DE, entonces existe un M entre Ay B de modo que AM = DE.
Por tanto, AAMC = ADEF (por Ax. L-A-L), de donde CMA = E. Pero
por hipotesis B E luego CMA~ B y se tiene en el trlangulo AC’MB que
el angulo exterior C'M CMA es congruente con el dngulo B donde B es angulo
interior en contradiccién con el Teorema del dngulo exterior.

ii) Un razonamiento similar para el caso en que DE > AB conduce de nuevo
a una contradiccion. [
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Teorema 39 (Cuatro casos de congruencia de tridngulos rectangu-
los).

i) Dos triangulos rectangulos que tengan congruentes sus catetos, son
congruentes.

ii) Dos triangulos rectangulos que tengan congruentes un cateto y un angulo
agudo, son congruentes (el cateto puede ser adyacente o no al angulo agudo).

iii) Dos tridangulos rectangulos que tengan congruentes la hipotenusa y un
angulo agudo, son congruentes.

iv) Dos tridngulos rectangulos que tengan congruentes la hipotenusa y un
cateto, son congruentes.

Demostracion.
i) (Ver Figura 21.). Sean AABC y ADEF tal que AC = DE'y AB = DF.

Como A = D (por ser rectos),
ABAC = AFDE (L-A-L).

B F
A LI C D LI E
Figura 21.

ii)(Figuras 22. y 23.). En efecto, en un caso se tiene congruencia por
A-L-A y en el otro caso, se tiene congruencia por L-A-A.

Para el caso iii) se tiene la Figura 24..

iv)(Figura 25.). En efecto, sean los triangulos rectangulos AABC'y AEDF
tales que: AB= DEy AC = DF.
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LL} H
Figura 22. Figura 23.
Figura 24.
A D
¢ B C E F
Figura 25.

Tomemos G €B<—5’ de modo que B esté entre Gy C' y ademés
BG = EF. Entonces AABG = ADEF (catetos congruentes) (1).
De donde DF = AG pero DF = AC (hipétesis). Luego, AC = AG, de
aqui se sigue que Gx~(C y por lo tanto : AABC = AABG (L-A-A 6 caso
iii))  (2).

De (1) y (2) se concluye que AABC = ADEF. |

Corolario 12. :

1. Dado un angulo A/O\B, cualquier punto de su bisectriz equidista de
los lados del angulo, e inversamente, cualquier punto en el interior del
angulo que equidista de los lados pertenece a la bisectriz del angulo.
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2. Dado un segmento AB, cualquier punto de la mediatriz del segmento
equidista de los extremos del segmento y reciprocamente, cualquier
punto en el plano del segmento y la mediatriz que equidiste de los
extremos del segmento pertenece a la mediatriz del segmento.

Nota:

1. Decimos, en el caso 1., que la bisectriz de un angulo es el lugar geo-
métrico de todos los puntos que equidistan de los lados del angulo.

2. Decimos en el caso 2., que la mediatriz es el lugar geométrico de todos
los puntos que equidistan de los extremos del segmento.

Demostracién. (Ver Figura 26.). Basta aplicar los casos (iii) y (iv) de con-
gruencia de triangulos rectangulos. |

Figura 26.

4.3. AXIOMA DE PARALELISMO

V POSTULADO DE EUCLIDES (V.P.E.)

Si dos rectas distintas [ y r, coplanares cortadas por una secante t en
puntos distintos, forman con ella en el semiplano 7T; dos dngulos interiores,
de tal manera que la suma de sus medidas sea menor que 180°, entonces las
dos rectas se cortan en algtin punto del semiplano 774, (Figura 27.).

O sea : si a + 8 < 180° entonces [ y r se cortan en 7T ;.

El quinto postulado de Euclides (V.P.E.) tiene un enunciado equivalente, lla-
mado el postulado de la paralela uinica de Playfair, el cual dice asi:
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Figura 27.

“por un punto exterior a una recta pasa una paralela a la recta y sélo una”.
NOTA HISTORICA.

El quinto postulado caus6 un trastorno considerable desde la época de
los griegos. Muchos geémetras pensaron que tal vez podria deducirse como
teorema a partir de los restantes axiomas o postulados. Euclides mismo trato
de evitarlo mientras pudo, pues no lo utilizé en sus demostraciones sino hasta
que llegé a la proposicion 120. Durante mas de 2.000 anos fueron ofrecidas
diferentes “demostraciones”del postulado, pero cada una se basaba en una
suposicién equivalente al mismo.

Los esfuerzos realizados, sin embargo, condujeron a que en la primera mi-
tad del siglo XIX, se inventara una geometria que diferia radicalmente de la
de Euclides. Antes de este hecho se pensaba que existia solo una geometria
posible. La independencia del postulado de las paralelas, qued6 estableci-
da cuando fue demostrada la compatibilidad de las otras geometrias donde
el V Postulado se negaba o cambiaba por otro. Cualquier geometria cuyos
axiomas contradicen alguno de los de Euclides, es llamada no Euclidiana.
La primera de ellas que se inventd es la llamada Geometria lobachevsquia-
na. Gauss (1777-1855) en Alemania, Bolyai (1802-1860) en Hungria y Loba-
chevsky (1793-1856) en Rusia, plantearon independientemente la forma de
Playfair (1748-1819) del postulado, considerando tres posibilidades: Por un
punto exterior a una recta, pueden trazarse mas de una, Unicamente una,
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o ninguna paralela a la recta. Suponiendo la infinidad de la recta, el tercer
caso fue eliminado. Estableciendo una geometria compatible con la primera
hipotesis, los tres matematicos realizaron extensos desarrollos geométricos y
trigonométricos. Debido a la prioridad de Lobachevsky en la publicacién, la
geometria asi construida recibi6é su nombre. En 1854 Riemann (1826 - 1866),
demostrd que si se descarta la infinitud de la recta, entonces, con algunas
ligeras modificaciones de los postulados restantes, se podria desarrollar una
geometria compatible con la tercera hipétesis. Al trabajo de Riemann se debe
una generalizacion considerable del concepto de espacio, que ha encontrado
aplicaciones en la teoria fisica de la relatividad.

El descubrimiento de las geometrias no euclidianas no solo liber6 a la
geometria de su molde tradicional, sino que modific6 considerablemente los
conceptos de la matematica en general y condujo a un estudio profundo de
los fundamentos de esta materia y a un desarrollo mas amplio del método
axiomatico.

El desarrollo de la geometria euclidiana, con el quinto postulado supri-
mido, recibe el nombre de geometria absoluta, contiene las proposiciones que
son comunes a las geometrias de Fuclides y de Lobachevsky.

Vamos, en la proposicion que sigue, a demostrar la equivalencia del V.P.E.
con el postulado de la paralela 1inica de Playfair.

Teorema 40.

El V.P.E. es equivalente al postulado de la paralela iinica de Playfair.

Demostracion. 1. Asumamos que se cumple el postulado de la paralela
unica de Playfair, es decir, que para toda recta [ y todo P ¢ [, existe una
tunica recta r tal que: P € ry r || [

Sean [ y m dos rectas dadas y ¢ una secante tal que:

ag + ay < 180°

Vamos a probar, para tener el V.P.E., que [ y m se cortan en el semiplano
¢, (ver Figura 28.).

Es claro que oy + a3 = 180°, de donde, a; = 180" — as.
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Figura 28.

Como o + ay < 180°%, entonces 180° — g +vs < 180°, de donde ay < .
Luego por el axioma de construccion del angulo, existe una tnica semirrecta

—_— —> —
BC tal que: B'BC' = £(B'B,m) = ay. Por tanto, m ||BC.

Ahora B estaen l; B € ry r || m: Pero por el postulado de Playfair, por
B solo pasa una paralela a m. Por tanto, toda recta distinta de r que pase
por B corta a m. Como [ pasa por B y es distinta a r corta a m. Veamos
ahora que se cortan en 7T ;. Supongamos que se cortan en 71, (ver Figura 29.).

En el tridngulo AABB’, as es dngulo exterior del tridngulo AABB’. Lue-
go, por T £ .E., @y > a3. Contradiccion, ya que teniamos que as < ag. Por
lo tanto [ y m se cortan en el semiplano 77 ;.

2. Supongamos ahora que es valido el V.P.E. Sea [ una recta daday P ¢ [,
(ver Figura 30.).

Sea t la perpendicular por P a [ y r la perpendicular por P a la recta t.
Por el teorema de dngulos alternos internos, ya tenemos que r || I.
Bastara con demostrar que toda otra recta que pase por P corta a [.
Sea pues n otra recta que pasa por P y paralela a [, n distinta a r.
Llamemos a4, al angulo agudo que hace n con t.
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Figura 29.
t
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Q
Figura 30.

Como a; < 90° entonces a; + 90° < 90° + 90° = 180° y por el V.P.E. n
y 1 se cortan del lado en que se forma el angulo agudo. (Absurdo, porque [ y
n son paralelas).

Vamos a estudiar ahora algunas consecuencias del V.P.E. o de su equiva-
lente, el postulado de la paralela unica de Playfair. [ |

Teorema 41.

Si dos rectas distintas y coplanares son paralelas, toda secante que corta a
una de ellas corta a la otra.
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Demostracién. Supongamos [ || r y que s corta a la recta [ en un punto A.
Por tanto la recta s es distinta a la recta [. Veamos que s corta a r.

En efecto, si s no cortara a r se tendria s || , con s pasando por A. En
conclusién tendriamos dos rectas pasando por A (s y ) ambas pa-
ralelas a r. Luego, por el postulado de Playfair se tendra que s = [. Contra-
diccion, ya que s es distinta a [. [ |

Teorema 42.

El paralelismo de rectas es una relacion de equivalencia, o sea que es: refle-
xiva, simétrica y transitiva.

Demostracién. 1. Reflexiva: es claro que [ || 1.

2. Simétrica: también es claro que si [ || r, entonces 7 || 1.

3. Transitiva: supongamos que ! || r y r || s con [, 7y s todas distintas. Veamos
quel || s .

Razonemos por reduccién al absurdo.

Sil|fs, Ly ssecortaran en A, (Figura 31.) y por A se tendrian dos paralelas

distintas [ y s a r, lo que contradice el axioma de la paralela tinica. Por tanto,
Ll s. |

Figura 31.

Teorema 43.

Si dos rectas distintas son paralelas, toda perpendicular a una de ellas lo es
a la otra.

Demostracién. Supongamos (|| r, [ Zrysean L len A (A €l). Es claro
que n corta a [ en A.
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Luego por el Teorema 41, n corta a r. Llamemos B el punto donde n corta
ar, (Figura 32.).

Veamos que CBA es recto. Razonemos por reduccién al absurdo, esto es,
supongamos que CBA no es recto.

A

Figura 32.

1. Si CBA es agudo, entonces r y [ harfan con la secante n una pareja de
angulos internos de un mismo lado cuya suma seria menor que 180° y por el
V.P.E. r y [ se cortarian, contradiccién ya que por hipétesis [ || r.

9.Si OBA es obtuso, entonces C'BA es agudo y las dos rectas se cortarian
del lado de €, llegandose de nuevo a una contradiccién. Por lo tanto, C BA
es recto. [ |

Corolario 13. Las rectas perpendiculares a dos rectas que se cortan también
se cortan.

Demost_r)acién. Sean x,y, dos rectas que se cortan en O. Tomemos A € (ﬁk
y B € OY.

Sean n L O_X> por Aym L O_}>/ por B, (Figura 33.). Demostremos que
m y n se cortan. Razonemos por reduccién al absurdo.

Si m y n no se cortaran, serian paralelas, es decir, m || n. Pero 072 1 n,
entonces OX L m (por teorema anterior) (1).

—
Ahora, por hipétesis OY L. m  (2)
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Figura 33.

En (1) y (2) se tienen dos rectas perpendiculares a una tercera, luego se
—r

concluye que OX||0OY, lo que es una contradiccion. |

Recuérdese que habiamos demostrado en el Teorema 33 que “si dos rec-

tas hacen con una secante una pareja de angulos A.I. congruentes, las rectas

son paralelas”. El reciproco de este enunciado lo daremos en la siguiente
proposicion.

Teorema 44 (Alternos internos entre paralelas).

Dadas dos rectas distintas y paralelas, los angulos alternos internos que
forman con cualquier secante son congruentes.

Demostracién. Sean [ || r y ¢ una secante cualquiera que corta a l en By
aren A, (Figura 34.).

Sea O punto medio de AB.
< — <
Bajemos desde O, OH L [. Como OH L ly | r, entonces OH L r.

Asi que si llamamos () al punto de encuentro de O(—f)l con r se tendrd que
5@4 es recto.
Ahora: AOBH = AOQA (hipotenusa- angulo agudo). Luego @ ~ OBH
lo que demuestra el teorema. [ |
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Figura 34.
B
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Figura3b .

Corolario 14. Dadas dos rectas distintas y paralelas, los angulos correspon-
dientes que se forman con cualquier secante son congruentes.

Definicién 31. Dado el A/O\B, si tomamos el lado 071 como lado inicial

— 3
vy el lado OB como lado final, entonces decimos que AOB es un angulo
orientado, si la orientacion es en el sentido de las agujas del reloj, decimos
que la orientacion es horaria, si la orientacion es en sentido contrario a las
agujas del reloj, decimos que la orientacion es antihoraria.

En la Figura 35 a), AOB tiene sentido horario y en b), A'O'B’ tiene sen-
tido a antihorario.
Incluimos ahora dos proposiciones cuya demostracion la dejamos al lector.
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Proposiciéon 1.

i) Dos angulos que tengan sus lados respectivamente paralelos, si tienen el
mismo sentido son congruentes y si tienen sentidos contrarios, son suplemen-
tarios.

ii) Dos angulos que tengan sus lados respectivamente perpendiculares, si tie-
nen el mismo sentido son congruentes y si tienen sentidos contrarios, son
suplementarios.

Proposicién 2.

Si dos rectas paralelas son cortadas por otras dos paralelas, los segmentos
opuestos que se determinan son congruentes, (Figura 36.).

N o/

/P /e

Figura 36.

— > - —_
Segin la figura si AB|DC y AD|BC, entonces AB = DC y
AD = BC.

Corolario 15. Sil || r, entonces para todo punto P perteneciente a I, la
distancia del punto P a r es constante.

A la constante dada se le llama la distancia entre las paralelas [ y 7.

Definicién 32 (Lugar Geométrico). Se llama lugar geométrico a la figura
cuyos puntos cumplen una o varias condiciones geométricas.

Ejercicio: determinar el Lugar Geométrico de los puntos que estéan a una
distancia r de una recta fija [.
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Teorema 45 ( Suma de los angulos interiores de un tridngulo).

La suma de las medidas de los dngulos interiores de todo tridngulo es 180°.

—
Demostracion (Ver Figura 37.). Sea [ ||AB trazada por C.
Como [ HAB y BC’ secante, entonces: 5 = (5.

Como [ ||AB y AC secante, entonces: o = 3
Ademsds es claro 3 + v + B2 = 180", Luego: o + 3 + v = 180°.

Figura 37.

Corolario 16. La medida de todo angulo exterior de un triangulo es igual
a la suma de las medidas de los angulos interiores no adyacentes.

B

Figura 38.
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Demostracién. (Ver Figura 38.).
(1) e+~ =180°
(2) a+ 8+~ =180
De (1) y (2) se tiene que: € = o + f. |

Corolario 17. En todo triangulo rectangulo, la suma de las medidas de los
angulos agudos es 90°.

Corolario 18. Si dos triangulos tienen dos pares de angulos respectivamente
congruentes, entonces los otros dos angulos son respectivamente congruentes.

Teorema 46 (Paralela media de un tridngulo).

i) El segmento que une los puntos medios de dos lados de un triangulo es pa-
ralelo al tercer lado y tiene por medida la mitad de la medida del tercer lado.

ii) Si por el punto medio de un lado de un tridangulo se traza una paralela a
un lado, dicha paralela biseca al otro lado.

Demostracién. (Ver Figura 39.) i) Sean M y N puntos medios de AC y
C'B, respectivamente.

Demostremos que: MN || AB y que MN = 1 AB.

Prolonguemos M N tal que: MN =2 NT.

Los triangulos AMNC y AT N B son congruentes por L-A-L.

Luego los dngulos: o = o (1)
MC =BT (2)
< —

luego de (1), las rectas TB y C'A son paralelas por hacer angulos alternos
—

congruentes con la secante MT.

Como MC = MA, entonces M A = E y @ ~ ATB (dngulos alter-
nos internos entre paralelas) y ademas, AT = AT

Luego, AMAT = ANATB (L-A-L).
Luego, MTA = TAB (por definicién de congruencia de triangulos); luego,
— - -
MT|| AB (Teorema 33: Teorema de los alternos internos) y M1 = AB.
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C
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M
A

Figura 39.

N es el punto medio de MT', entonces:
MN || ABy MN = %AB.

i) (Figura 40.). Sea el tridngulo AABC, M punto medio de AC. MN ||
AB, por N tracemos una paralela a AC.

Tenemos AMNC’ ATBN ya que
CMN =~ NTB, ACB =~ BNT (por correspondientes) y

AM = NT = MC.

Entonces CN = NB. [ |

Corolario 19. En todo triangulo rectangulo la mediana relativa a la hipo-
tenusa es la mitad de la hipotenusa.

Demostracién. (Ver Figura 41.). Sea AM mediana del tridngulo rectangulo
ABAC.

Sea D el punto medio de AB, entonces por teorema anterior M D || CA
y por lo tanto MDB es recto. 0. Luego el tridngulo AAM B es isésceles. De
aqui concluimos que: AM = M B y como M es punto medio de BC' se tiene
que:

AM = BM = MC |
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<

A T B
Figura 40.

Teorema 47.
Si el pie de una mediana de un triangulo equidista de los vértices del triangu-

lo entonces el triangulo es rectangulo.

Demostracién. (Ver Figura 42.). Sea AM la mediana relativa a BC y
ademéas BM = MC = AM. Demostremos que el angulo A es recto.
Como BM = AM, AAM B es isésceles y por lo tanto: 5 = ay.

Como MC = AM, NAMC es iséceles y por lo tanto : ap = 7.
Luego: a; +ag = B+ v = 180" —m(A ) Pero m(A ): 1+0z2
Por tanto: m(A) = 180° — m(A), de donde 2m(A) = 180
m(A) = 90°. m
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Figura 42.

Teorema 48 (Teorema del circuncentro).

Las mediatrices de un triangulo son concurrentes en un punto. (A este punto
se le llama el circuncentro).

Demostracién. (Se deja como ejercicio). |

Teorema 49 (Teorema del incentro).

Las bisectrices de un triangulo son concurrentes en un punto. (A este punto
se le llama el incentro).

Demostracién. (Se deja como ejercicio). |

Teorema 50 (Teorema del ortocentro).

Las rectas que contienen las alturas en un triangulo son concurrentes en un
punto. (A este punto se le llama el ortocentro).

Demostracién. (Ver Figura 43.) Por hipétesis se tiene que AD, BE, CF

< < —
son alturas. Veamos que AD, BE, C'F son concurrentes en un punto O.

Por Playfair, por A pasa m || BC, por C pasan | AB y por B pasal || AC.
Sean {A'} = mnl; {B'} =mnNn; {C'} =1Nn;y como segmentos paralelos

> <
comprendidos entre rectas paralelas son congruentes y m ||[BC y n ||AB,
entonces por la (Proposicién 2) AB’ = BC.

— < - R
Similarmente, como BC|| m y [ ||AC, entonces BC' = A’A, y por tanto A es
punto medio de A'B’. o
Como BC' || my AD L BC por hipdtesis, entonces AD 1 m y por tanto
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n
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[
Figura 43.

> P
AD es mediatriz de A'B’.

— —
Similarmente se demuestra que BFE es mediatriz de A’C’" y C'F' es mediatriz
de C'B'.

— — —

Por lo tanto en el AA’B'C’ se tiene que AD, BE, C'F son mediatrices de
los lados del AA’B’C" y por el teorema del circuncentro, estas rectas son
concurrentes en un punto O.

Obsérvese que O es el circuncentro del AA'B'C" y O es el ortocentro del
NABC. [

4.4. DESIGUALDADES EN EL TRIANGU-
LO

Teorema 51.

En un mismo triangulo, si dos lados no son congruentes, entonces los angu-
los opuestos a estos lados no son congruentes y al lado mayor se opone angulo
mayor.

Hipétesis: AB % BC, m(AB) < m(BC)
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Tesis: g% 5, C<A

Demostracién. (Ver Figura 44.). Razonemos por reduccién al absurdo.

Supongamos que A = C, entonces el tridngulo AABC es isdsceles y por
tanto AB = BC'. Absurdo!. Luego A 2 C.

B

Figura 44.

Como m(AB) < m(BC), existe D entre B y C tal que BD = AB,
(Figura 45.).
Por tanto AABD es isésceles y BAD =2 BDAy 6§ =6 y como D es distinto

de C'y D §é;l—C>’, entonces D, A y C son tres puntos distintos no colineales
y por tanto el AADC' existe y como el dngulo BDA es exterior al triangulo
ANADC, § >, luego 8 > ~.

Ahora, como D esta entre B y C, entonces @ estd en el interior del angulo
A (Teorema 7.y Corolario 1.). Luego, § < oy en consecuenciaa > . W

Teorema 52.
En un mismo triangulo, si dos angulos no son congruentes, entonces los

lados opuestos a ellos no son congruentes y al angulo mayor se opone lado
mayor. De otro modo: En cualquier tridngulo AABC, siy > 3, entonces:
m(AB) > m(AC).

Demostracién. (Ver Figura 46.). Razonemos por reduccién al absurdo.
Sea v > [ y supongamos que m(AB) < m(AC). Si m(AB) = m(AC),
entonces, el tridngulo AABC' es isésceles y por tanto v = . Absurdo!.
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B

Figura 45.

Figura 46.

Si m(AB) < m(m),_entonces, por el teorema anterior, v < [ Absurdo!.
Luego, m(AB) > m(AC). [

Observacién : Los Teoremas 51 y 52 nos dicen que en un mismo triangulo
a mayor lado se opone mayor angulo y viceversa.
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Teorema 53 (Teorema de las oblicuas).
Si desde un punto exterior a una recta se trazan un segmento perpendicular
y dos segmentos oblicuos, entonces:

i) El segmento perpendicular es el de menor longitud.

ii) De los segmentos oblicuos es mayor el que se aparta mas del pie de la
perpendicular.

iii) Si los dos segmentos oblicuos no tienen la misma longitud, el de mayor
longitud se aparta mas del pie de la perpendicular.

Demostracién. i) Sea () el pie de la perpendicular desde el punto P a la
recta [, y sea R cualquier otro punto de [, (ver Figura 47.).
Veamos que: m(PQ) < m(PR).

En efecto, sea S un punto de [, tal que () esté entre S'y R.

P

a/—lﬂ 7 [

S Q Figura 47.

Entonces ];Q\S es exterior a el tridngulo APQR, luego a > ~. Como
a = f3, entonces 3 > 7 y por el Teorema 52, m(PR) > m(PQ).

Los numerales ii) y iii) se dejan al lector. [

Observacién: el teorema anterior nos permite afirmar que la distancia de
un punto a una recta es el segmento de menor medida que se puede trazar
entre el punto y la recta.
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Teorema 54 (Desigualdad Triangular).

La suma de las longitudes de dos lados cualesquiera de un triangulo es mayor
que la longitud del tercer lado.

D

>

(67

\./
\/
A

Figura 48.

—
Demostracién. (Ver Figura 48.). Tomemos un punto D sobre la recta BC,

tal que B esté entreinylE%E.
Como m(DC) = m(DB) + m(BC), entonces:

m(DC) = m(AB) + m(BC) (1),
Ademds, 0 < a (2); (va que B estd en el interior de ﬁ@)

Como ADAB es isosceles, entonces =0 (3).

Por (2) y (3) 0 < a y en consecuencia, en AADC, m(AC) < m(DC)
(4) y por (Teorema 52).

De (1) y (4) se deduce que:
m(AC) < m(AB) + m(BC) |

Corolario 20. La longitud de un lado cualquiera de un triangulo es mayor
que la diferencia de las longitudes de los otros dos lados.
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B

Figura 49.

Demostracién. En efecto, como m(AC) < m(AB) + m(BC), entonces,
m(BC) > m(AC) — m(AB). |

El contra-reciproco del teorema de la desigualdad triangular nos da un
criterio para puntos colineales.

Corolario 21. Si dados tres puntos A, B y C, tales que AB + BC' = AC
entonces los puntos A, B y C' son colineales.

Corolario 22. Sea M un punto interior del tridngulo AABC'. Entonces,
m(AM) +m(MC) < m(AB) + m(BC), (ver Figura 49.).

Teorema 55 (Criterio L-A-L en desigualdades).

Si dos lados de un triangulo son congruentes respectivamente con dos lados
de un segundo triangulo, y el angulo comprendido en el primer triangulo es
mayor que. el -angulo comprendido en el segundo, entonces el lado opuesto
del primer triangulo es mayor que el lado opuesto del segundo.

Hipétesis: (ver Figura 50.) AB = DE, AC = DF, «a>§
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B
E
- o
A LLl C D L F
Figura 50.
B
M
Q
K
A Figura 51. C

Tesis: m(BC) > m(EF)

Demostracién. (Ver Figura 51.). Como « > ¢, existe una semirrecta @
interior a a tal que CAQ = EDF

Sobre @ tomemos un punto K tal que AK = DE.
El tridngulo AAKC = ADEF (L-A-L), Por tanto:

CK=FEF (1)

Tracemos la bisectriz de W, sea M el punto donde la bisectriz corta
al lado BC. Ya que AB = DE y AK = DE, entonces AB = AK. Luego
ANABM = NAKM (L-A-L) y en consecuencia, BM = MK (2).

Con el punto K pueden suceder dos casos: a) el punto K es colineal con B
y C, en este caso por el Teorema de la barra trasversal, B — K — C' y por
tanto BC > CK y como CK = W, entonces BC > EF.

b) el punto K no es colineal con By C'y por tanto el ACKM existe. En
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el ACKM, m(CK) < m(MK) + m(MC). (Teorema 54: desigualdad
triangular).

De (1) y (2), m(EF) < m(BM) +m(MC).

Pero, m(BM) +m(MC) = m(BC) ya que B — M — C, entonces
m(EF) < m(BC). ]

Teorema 56 (Criterio L-L-L para desigualdades).

Si dos lados de un triangulo son congruentes respectivamente con dos lados
de un segundo triangulo, y el tercer lado del primer triangulo es mayor que
el tercer lado del segundo triangulo, entonces el angulo comprendido en el
primer triangulo es mayor que el angulo comprendido en el segundo.

Hipétesis: AC = DF, AB = DE, m(BC) > m(EF)

Tesis: a > §

Demostracién. (Ver Figura 52.). Razonemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que a < 9.

Si a = 4, entonces AABC = ADEF (L-A-L) y en consecuencia BC = EF.
Absurdol!.

Si a < §, entonces m(BC) < m(EF). Absurdo!.

Luego, a > § |

Figura 52.
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4.5. Ejercicios y Problemas de Paralelismo y
Continuidad

1. Dado el AABC vy la mediana AD relativa al lado BC; sea E el punto

medio de AD, se traza la semirecta ﬁ , la cual corta al lado AC en
F. Demostrar que AF = %AC’.

2. Demostrar que los segmentos que unen los puntos medios de un triangu-
lo, determinan cuatro tridngulos congruentes.

3. Demostrar que en cualquier tridngulo rectangulo, la mediana relativa a
la hipotenusa es congruente con el segmento que une los puntos medios
de los catetos.

4. Demostrar que en un triangulo isésceles:
a) Las bisectrices de los dngulos de la base son congruentes.
b) Las alturas relativas a los lados congruentes son congruentes.
c¢) Las medianas relativas a los lados congruentes son congruentes.

5. a) Demostrar que si un tridngulo tiene dos alturas congruentes entonces
el triangulo es isdsceles.
b) Demostrar que si un tridangulo tiene dos medianas congruentes en-
tonces el tridngulo es isosceles.

6. Sean los puntos A, B,C, D colineales tal que B esta entre Ay C, C
esta entre B y D, los puntos M y N son los puntos medios de AB y
C'D respectivamente. Probar que

- 1 — -
mMN = §(mAC +mBD)

<
7. Por un punto O de una recta XY, tal que O esta entre X e Y, se trazan
<

—
las semirrectas OA y O@ en un mismo semiplano respecto a XY. La

bisectriz de £ AOB es perpendicular a )ﬁ/ y las bisectrices de L XOA
y £BOY forman un éngulo de 100°. Cuanto miden £ XOA, LAOB y
£BOY

(Rta.: £XOA =80°, LAOB =20° y LBOY = 80°)

8. Demostrar que la recta que une un vértice de un triangulo con el punto
medio del lado opuesto, equidista de los extremos de dicho lado.
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9. Desde un punto D en la bisectriz de un dngulo £ A se trazan segmentos
DBy DC perpendiculares a los lados de £A con B y C' a cada lado,
<

demostrar que AD es la mediatriz de AABC

10. Demostrar que el angulo formado por la bisectriz de un angulo y una se-
mirrecta cualquiera exterior al angulo y con origen en el mismo vértice,
tiene por medida la semisuma de las medidas de los dangulos que forma
la semirrecta con cada uno de los lados del angulo original.

11. Demostrar que en triangulos congruentes, las medianas homélogas son
congruentes.

12. Sean los puntos O, A, B, C colineales con A entre Oy C, C entre A y
B. Si mAC = %mC’B, probar que:

MO0 — 2mOA + mOB
3
13. Sean los puntos O, A, B colineales con X punto medio de AB. Demues-
tre que:
a) mOX = $(mOA+mOB) si O ¢ AB
b) mOX = 1(mOB — mOA) si O € intAB, con O entre Ay X
¢) mOX = {(mOA —mOB) si O € intAB, con O entre By X

14. Sean los puntos B,C € intAD con O punto medio de AD y de BC.
Demostrar que: AB=CD y AC = BD

15. Sean 0—121 y @ que forman con la semirrecta 04)(> angulos L XOA y
£XOB. Si O? es la bisectriz de L AOB, con O‘/? C int£ AOB, probar
que:

MAXOC = L(mdXOA — m& XOB), si OC' C int{ XOA

3
m&XOC = HmdXOB —m&XOA), si OC C int{XOB

Si O‘} C Ext£LAOB, probar que m4 XOC = 5(m&£XOA+m£LXOB)

1
2
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16. Sean las semirrectas O?, O? C int£L AOD, tales que L AOC = L BOD.
Si 5)_(2 es la bisectriz de LAOD, demostrar que LAOB = LCOD y
también que 072 es bisectriz de £ BOC.

17. Cuatro semirrectas O—1>4, O? ) O? y O? forman angulos consecutivos
alrededor del punto O, tales que: m£DOA = m£LCOB = 2mAAOB y
m&LCOD = 3mLAOB.

Hallar m£ AOB, m£DOA, m£LCOD.

18. Demostrar que las bisectrices de dos angulos opuestos por el vértice
son semirrectas opuestas.

19. Las bisectrices de dos angulos consecutivos L AOB y £ BOC' se cortan
perpendicularmente. Demuestre que A, O, C' son colineales.

20. Se unen los lados de un angulo £ A con un segmento arbitrario M N |, las
bisectrices de los angulos {AMN y L AN M, se cortan en B, demostrar
que B es un punto en la bisectriz de £ A.

21. En los tridngulos AABC y AA'B'C', AD y A’D’ son bisectrices, de
ABAC y £B'A'C" respectivamente. AD = A'D', {BAC = LB'A'C’,
AB = A'B’. Demostrar que AABC = AA'B'C".

22. Sea el tridngulo AABC, con AC = CB, sea F € AB, DF 1 AC,
EF 1 BC. Demostrar que L{AFD = {BFEFE.

23. En los tridngulos AABC' y AA'B'C', AD y A'D’ son medianas, de
BC' y B'C" respectivamente. AD = A'D' BC = B'C', AB =2 A'B'.
Demostrar que AABC = AA'B'C".

24. Sean BA y BFE semirrectas opuestas. BG, BK, BD incluidas en el
<

mismo semiplano determinado por AE. {ABG 2 AKBG y £KBD =
£DBE. Determinar m£GBD.

—
25. Sean las semirrectas O A opuesta a O? , O? opuesta a O? y ﬁ opues-

ta a O?; con OD en el Int(£LAOF), si m{DOF = 85" y m«{ AOF =
30°. Determinar las medidas de los 4ngulos LAOD, £ BOF, £BOC, £COE.

<— <—
26. Sea AB||CD, F entre A y B, E entre C' y D, FC biseca al {BFE,
ﬁ biseca al £ DEF. Probar que EG L FG.
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27. En los tridngulos AABC y AA'B'C', AD y A’D’ son alturas que parten
de los dngulos £ BAC'y £ B’ A’C" respectivamente. AD = A’D’, BC =
B'C', AB = A'B'. Demostrar que AABC = AA'B'C".

28. Sea el tridngulo AABC, E € intBC, unimos A con E, D € intAF,
unimos D con B. Mostrar que: {ADB > {ACB

29. Sean AE y C'D dos segmentos que se cortan en M, con M punto medio
de ambos segmentos, probar que AC' || DE.

30. Los tridngulos ALT'N y ALNM tienen en comun el lado LN, con
LM = NT; LT = NM, probar que TN || LM.

31. Sea el AABC y sean BD y EC alturas, con D entre Ay C, E entre
Ay B. Probar que {DCFE = LEBD.

32. Sea AABC recténgulo en A, sea D € AC, E € ABy F € BC tales
que CD = CF y BF = BE. Demostrar.que m(DFE) = 45°.

33. Sea el tridngulo AABC rectangulo con L ACB recto y sea CD la altura
relativa a la hipotenusa. Probar que {CAB = ADCB, £LACD =
£LABC.

34. Calcular en funcion de los dngulos agudos de un triangulo rectangulo, el
angulo formado por la altura y la mediana que caen sobre la hipotenusa.

35. En un tridngulo rectangulo, la bisectriz del angulo recto es bisectriz del
angulo formado por la mediana y la altura relativos a la hipotenusa.

36. En un tridangulo rectangulo, la altura y la mediana trazadas desde el
vértice del angulo recto a la hipotenusa, forman un angulo de 24 grados.
Hallar los angulos agudos del triangulo.

37. Sea D € int AABC con
£DAB = LCAD, {DBA =~ LCBD; m{ADB = 130°.
Calcular m£ACB.

38. Demostrar que la recta paralela y que pasa por el vértice opuesto a la
base de un tridngulo isdsceles, biseca los angulos exteriores en dicho
vértice.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Dado un tridngulo AABC' y las bisectrices B®, C@ de los angulos
B, C. Se traza por O el segmento DE||BC, D entre Ay B, E entre
Ay C. Demostrar que DE = DB + CFE.

Dado el tridngulo AABC se traza la bisectriz oD (D entre Ay B),
luego por D se traza DR||CB (R entre Ay C). Demostrar que

DR =~ RC.

En un tridngulo AABC, AM es la mediana correspondiente a BCy
AH es la altura correspondiente a BC'. Si C' esta entre M y H, demos-
trar que:

a)AM < AB; b)AM > AC; <)AB > AC; d) LAMB > £AMC.

En un tridngulo AABC, las bisectrices del £B y del £C' se intersectan
en D. AB > AC y DH es perpendicular a BC' en H. Demostrar que:
a) BD >CD; b) BH > CH.

En un tridngulo AABC, D € int BC' con BD = AD = AC. Demuestre:
a) LADB > {BAD; b) LADB > £ADC ; ¢)4ABC < £LACB.

d)AB > AC

Demostrar que si un punto no pertenece a la mediatriz de un segmento,
entonces dicho punto no equidista de los extremos del segmento.

Demostrar que si un punto del interior de un angulo no pertenece a la
bisectriz del angulo, dicho punto no equidista de los lados del angulo.

Demostrar que la suma de las medidas de las alturas de un triangulo,
esta comprendida entre el semiperimetro y el perimetro del triangulo.
(Observacién: El perimetro de un tridngulo es la suma de las medidas
de los lados del tridngulo).

Demostrar que la suma de las medidas de las medianas de un triangulo,
esta comprendida entre el semiperimetro y el perimetro del triangulo.

Si A, B,C,D son cuatro puntos coplanares tales que AD = AB;
DC = BC; AD < DC. Demostrar que £ DCB < LBAD.

Sea M un punto en el interior de un triangulo AABC, probar que:

mBM +mMC < mAB +mAC.
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50. Si AM es mediana del AABC entonces:

1 R N N N

5(m(AB) =m(AC)) < m(AM) < 5(m(AB) + m(AC)).

Sugerencia: en m existe D tal que MD 2 AM y A— M — D.

51. En el AABC se tienen: f:F—ﬁy A-D—-B, FC=DB,AB > AC,
entonces se cumple que FB > CD.

52. Demuestre que en un triangulo rectangulo la altura relativa a la hipote-
nusa es menor o igual que la mitad de la hipotenusa. Bajo que condicion
se cumple que la altura sea igual a la mitad de la hipotenusa?.

53. Si B €70 .4, localizar con regla y compds un punto C sobre la recta
[, tal que la medida AC' + C'B sea minima. Justificar el procedimiento
seguido en la construccién.

54. Dados dos puntos Ay B en el [ ntX0Y , localizar con regla y compas

dos puntos Py () sobre OX y OY respectivamente, de tal manera que
AP + PQ + @B sea minima. Justificar el procedimiento seguido en la

construccion.
D 55 H.DC~BC,A-B-C.
T: ADC > A; AD > BD; AC > DC;
CDB > A.
A B C
C I .
D 56. H:éD’E’ABD,A—D—C,AB<AD.
T:C< A
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C
57. H: AABC; A—D—-FE;,B—FE—C.
E T: ADB > C
A B
C
58. H: AACD isésceles con C'D = AD:;
JEE— - —
AC < DC; BeCD talqueC—D — B
T: ACAB escaleno.
D
AT \
B
D
59. Si en la figura ACNDH = {E} y C
C estaentre Dy B, H € AB, AC = CB,
DC = CE, entonces DH 1 AB.
E
A H B

60. Se prolonga la mediana AM de un tridngulo ABC', una longitud M D =
AM. Se traza BD. Mostrar que BD || AC'.

61. Demostrar que la medida del angulo formado por dos bisectrices in-
teriores de un triangulo es igual a la medida del dangulo recto mas la
mitad de la medida del angulo en el tercer vértice.

62. En el AABC se tiene que BC' = 2a, AB = a'y m(B) = 60°. Demostrar

-~

que m(A) = 90°.

63. Demostrar que si las mediatrices de dos lados de un triangulo se inter-
ceptan en un punto que pertenece al tercer lado, entonces el triangulo
es rectangulo.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

Sean dos angulos adyacentes suplementarios XOY y X007 y sus bi-

sectrices respectivas OM y ON. De un punto A de OX: se baja una
. = .

perpendicular sobre OM y otra perpendicular sobre ON que cortan a

«—
YOZ en ByenC:

a) Comparar MON y BAC ; deducir que el tridngulo ABC' es rectangu-
lo.

b) Mostrar que los tridngulos OAB y OAC' son isdsceles.
¢) Deducir que el punto O es el punto medio de BC.
Sea AABC isésceles tal que AB =2 AC. Sean BH la altura relativa al

lado AC' y P > un punto cualquiera sobre BC'. Se trazan las perpendicu-
lares PM y PN a los lados AB y AC.Pruebe que PM + PN = BH.

En el AABC, se tiene que BB’ L AC, B'C" LAB,CC"LABy C"B" LAC
entonces C”"B" || BC'.

La suma de las distancias de un punto interior de un tridngulo a los
vértices es menor que el perimetro (perimetro es la suma de los lados del
tridngulo ) y mayor que el semi-perimetro (es la mitad del perimetro).

En un tridngulo ABC isésceles de base BC, se toman sobre los lados
dos segmentos congruentes BM, C'N: entonces M N || BC.

Sea M el punto medio del lado AB en el AABC y sean AH, vy BH;
alturas. Mostrar que AH; M H, es isésceles.(Ver figura) y

H Hy,C =2 BAC v HyH,C = ABC

B
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70.

71.

72.

73.

4.

75.
76.

Identificar el lugar geométrico en el plano, de los vértices A de los
AABC con el lado BC fijo y tal que la mediana AM relativa al lado
BC', sea congruente con AC'. Justificar la respuesta.

Identificar el lugar geométrico en el plano, de los puntos medios de
todos los segmentos cuyos extremos estan sobre dos rectas paralelas
dadas. Justificar la respuesta.

Si un tridngulo rectdngulo tiene un dngulo de 30°, la mediana y la
altura relativas a la hipotenusa dividen el angulo recto en tres angulos
iguales.

Las bisectrices de los angulos de la base de un triangulo isésceles forman
al interceptarsen un angulo cuya medida es tres veces la medida del
angulo en el vértice. Hallar la medida de los angulos del triangulo.
(Rta.: dngulo en el vértice mide 36°, dngulos de la base miden 72°)

En un tridngulo rectangulo, la mediana y la altura que parten del angu-
lo recto forman un angulo de 24°. Hallar las medidas de los angulos
agudos de dicho tridngulo.

Construir un triangulo dados los puntos medios de los tres lados.

En el triangulo AABC, h, es la altura desde el vértice A, m, es la
mediana desde el vértice A y v, es la bisectriz desde el vértice A, a es
la medida del lado BC, b es la medida del lado AC, ¢ es la medida del
lado AB, a es la medida del dngulo en el vértice A, § es la medida
del angulo en el vértice B, v es la medida del dngulo en el vértice C.
Construir un triangulo AABC' dados:

(a) hayas by (D)hay by 5 (Chay by B (d) hay B, 7

(€) has a, B; (Dhay by s (8)ma, a, by () Mg, b, ¥;

() ma, a, B; (3) vay @, By (k) vy by a5 (1) vay b, 7

(m) a, hg, mq; (n) ¢, hy, My,




CAPITULO 5

POLIGONALES Y
POLIGONOS

5.1. INTRODUCCION

Definicién 33. Sean en el plano los puntos Ay, As, ..., A, con n > 3, con
la condicién de que tres puntos consecutivos no son colineales.

La union de los segmentos A1 As, AsAs, ..., A,_1A,, se llama POLIGO-
NAL, (Figura 1.a).

Los puntos Ay, As, ..., A, se llaman VERTICES DE LA POLIGONAL.
Los segmentos A1 As, AgAs, ..., A, 1A, se llaman LADOS DE LA POLI-
GONAL.

Si se une A,, con Ay se obtiene una poligonal cerrada llamada POLIGONO,
(Figura 1.b,...,1.g).
Los lados del poligono constituyen EL. CONTORNO O LA FRONTERA
DEL POLIGONO.

La suma de las medidas de los lados del poligono se llama PERIMETRO
DEL POLIGONO.

127
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@ Nz‘«

Ay

Figura 1.

Definicién 34 (Poligono simple). Un poligono se llama SIMPLE si:
i) Todos los vértices son distintos. (la Figura 1.d no lo es).

ii) Los lados se intersectan solamente en los vértices. (la Figura 1.c no lo
es).

iii) Ningiin vértice estd en el interior de un lado. (la Figura 1.b no lo es).

Nota: en el conjunto de todos los poligonos simples nos interesa un subcon-
junto, que le daremos el nombre de poligonos C-simples.

Definicién 35.

i) Un poligono simple se denomina C-simple si para todo lado del
poligono se cumple que la recta | que contiene al lado determina un
semiplano que contiene a los demds vértices del poligono. (Figura 2.a).
La interseccién de todos estos semiplanos (que es una figura convexa)
se le llama el interior del poligono C-simple.

Un punto perteneciente al interior del poligono C-simple se le llama
punto interior del poligono. Como el interior de los poligonos C-simples
es convexo, convendremos en llamar, de aqui en adelante, a estos poligo-

nos C-simples como poligonos CONVEXOS
i) Un poligono no C-simple, se llama CONCAVO (Figura 2.b).
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D
C
./é
P
l A B
(a) Convexo o C-simple (b) Concavo

Figura 2.

iii) Un poligono convexo que tiene sus angulos y lados congruentes se llama
REGULAR (Figura 3.a).

|/ | N

A . (]

(a) Regular (b) Irregular (c) Irregular

Figura 3.

Si no cumple alguna de estas condiciones es IRREGULAR, (Figura
3.by 3.c).

iv) Un punto @ se denomina PUNTO EXTERIOR de un poligono con-
vexo, Si no es punto frontera y si no es punto interior.
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v) El conjunto de puntos exteriores se llama EXTERIOR del poligono.

Ejercicio: demostrar que el interior de un poligono C-simple es un con-
junto no vacio.

Ejercicio: para todo P, en el interior de un poligono C-simple se cumple
que PQ es subconjunto del interior del poligono.(Ver Figura 2. (a))
Ejercicio: para todo X, Y pertenecientes al poligono C-simple se cumple que
Int{XY} intersectado con el poligono es el conjunto vacio.

Definicion 36.

i) El segmento que une dos vértices no consecutivos de un poligono se le

llama DIAGONAL DEL POLIGONO.

ii) El angulo formado por dos lados consecutivos de un poligono convexo

se le llama ANGULO DEL POLIGONO.

iii) Los dngulos que forman un par lineal con los dngulos de un poligono

convexo se llaman ANGULOS EXTERIORES DEL POLIGONO.

Asi, en la Figura 4., AC' y BD son diagonales; @, [/371, ﬁC\B, @,
etc. son angulos exteriores del poligono.
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’ Nombres de algunos poligonos ‘

Nombre Nimero de lados

Tridngulo 3 lados
Cuadrilatero 4 lados
Pentagono 5 lados
Hexagono 6 lados
Heptégono 7 lados
Octégono 8 lados
Nonéagono 9 lados
Decagono 10 lados
Endodecagono 11 lados
Dodecagono 12 lados

Teorema 57.
El nimero de diagonales de un poligono de n lados es:

n(n —3)

d=—7

Demostracion. Por cada vértice P de un poligono de n vértices se pueden
trazar (n — 3) diagonales. Como hay n vértices se obtienen en total n(n — 3)
diagonales. Por el método de conteo que adoptamos, cada diagonal se cuenta

. —3
dos veces, por lo tanto se tiene: %

Luego: d = "(n;?’) [
Ejemplos:

n=>5 =>d= 5(52_3) =5, (ver Figura 5.).

n="7=d= 7(72_3) =14, (ver Figura 5.).

Teorema 58.
La suma de las medidas de los angulos interiores de un poligono convexo,

es igual a tantas veces dos rectos como lados tiene el poligono menos dos.
Es decir, si n es el nimero de lados del poligono, entonces:

s =180(n — 2)
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Figura 5.
Py

Pn—l Pn—Z

Figura 6.

Demostracién. (Ver Figura 6.).

(
APy P, Py
APy Py Py

Numero de triangulos de vértice F, APy Py Py

| ARy P2 Py
Total: (n — 2) tridngulos.

Luego, suma de los angulos interiores del poligono:
POP1P2...Pn,2Pn,1:180(n—2) [ |

Corolario 23. Si un poligono es equiangulo, entonces el valor de un angulo
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interior es:
180°%(n — 2)

n

Corolario 24. En un poligono convexo, la suma de los angulos exteriores
tomados en un mismo sentido es dos llanos.

CLASIFICACION DE TRIANGULOS

1. Segun sus lados:
a) ISOSCELES: tiene dos lados congruentes.
b) EQUILATERO : tiene tres lados congruentes.
c) ESCALENO : no tiene lados congruentes.

2. Segun sus angulos:
a) EQUIAN GULO: sus tres angulos son congruentes.
b) RECTANGULO: tiene un dngulo recto.
c) ACUTANGULO: tiene sus tres angulos agudos.
d) OBTUSANGULO: uno de sus angulos es obtuso.

5.2. CUADRILATEROS
Definicién 37. .

a) TRAPECIO : es un cuadrildtero convexo con un par de lados paralelos
(Figura 7.a).

b) PARALELOGRAMO : es un cuadrilatero convexo con dos pares de
lados paralelos (Figura 7.b).

c¢) RECTANGULO : cuadrildtero convexo que tiene sus cuatro angulos
congruentes (Figura 7.c).

d) ROMBO : cuadrilatero convexo que tiene sus lados congruentes (Fi-
gura 7.d).

e) CUADRADO: cuadrilatero convexo que es equiangulo y equildtero a
la vez (Figura 7.e).
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g ’ ke
/_

— a — b . .

/ \ \/ \/

N (]

Figura 7.

El significado de la Figura 7. es el siguiente: las propiedades del cuadri-
latero las hereda el trapecio; las propiedades del trapecio las hereda el pa-
ralelogramo y asi sucesivamente.

Cuadrilateros
Trapecios

Cuadrados

Figura 8.

El significado de la Figura 8. es el siguiente: el cuadrado tiene las pro-
piedades del rectangulo y del rombo. El rombo y el rectdngulo tienen las
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propiedades del paralelogramo y asi sucesivamente.

Teorema 59.

Todo rectangulo y todo rombo es paralelogramo.

A

C
Figura 9.

Demostracién. (Ver Figura 9.). Demostraremos que todo rombo es pa-
ralelogramo. Se deja al lector la demostracién de que todo rectangulo es
paralelogramo.

Sea ABC'D un rombo, luego:

AB = BC = CD = DA por definicién.
Tracemos la diagonal DB, entonces:

AADB = ACBD, (L—L-1L)

De donde: ADB =~ CBD (1)
CDB=ABD (2)

Segin (1), AD || BC y segin (2), AB || DC, luego el rombo es un
paralelogramo. [

Corolario 25. i) El rectangulo es un paralelogramo equiangulo.
ii) El rombo es un paralelogramo equildtero.
iii) El cuadrado es rectangulo y rombo a la vez.
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Teorema 60 (Propiedades del paralelogramo).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Un cuadrilatero convexo es un paralelogramo.

2. Un par de lados opuestos del cuadrilatero son paralelos y congruentes.
3. Los lados opuestos del cuadrilatero son congruentes.

4. Las diagonales del cuadrilatero se bisecan.

5. Los angulos opuestos del cuadrilatero son congruentes.

6. Un par de lados del cuadrilatero son paralelos y un par de angulos
opuestos son congruentes.

7. Si para cada lado los angulos adyacentes son suplementarios.

NOTA: (ver Figura 10.). Identifique cada caso.

LA LRT
~5~E~5

Figura 10.

Demostracion. La demostracion de este teorema consiste en probar la si-
guiente cadena de implicaciones, asi:

1=22=3=...=7=1

Haremos aqui la prueba de la primera y la ultima implicaciones.
i) 1 = 2. (Figura 11.).
Sea ABC'D un paralelogramo con AD || BC'y AB || CD.
Se traza la diagonal AC' y se obtienen dos tridngulos congruentes AABC' y
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A B

Figura 11.

ADC A por tener: CAD ~ ACB (alternos internos), DCA=~CAB (alternos
internos), AC' (lado comrin).

Luego AD = BC' y AD || BC' (por hipdtesis).

De la misma congruencia de triangulos se concluye también que:

AB=CD y AB || CD (por hipétesis).

ii) 7= 1, (ver Figura 12.).

X A B

Figura 12.

Supongamos que en el cuadrilatero convexo ABC' D los angulos adyacen-
tes DAB y ADC' son suplementarios, es decir:
m(@) + m(ﬁ) = 2 rectos (1)
—
Sea X un punto en BA, con A entre X y B, por tanto:

m(@) + m(@) =2 rectos  (2)
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De (1) y (2): m(DAB) + m(ADC) = m(DAX) + m(DAB) , de donde:
ADC =~ DAX y por ser alternos internos se concluye que AB || DC.
En la misma forma se toma Y en la semlrrecta B? tal que C estd entre B

y Y y se llega a la conclusion de que ADC ~YCD y por la misma razén se
concluye que AD || BC, luego la figura es un paralelogramo. [

Teorema 61 (Teorema del baricentro).

Las medianas en un triangulo son concurrentes en un punto, que esta a un
tercio de cada lado y a dos tercios del vértice sobre cada mediana. (A este
punto se le llama el baricentro).

Figura 13.

Demostracién. (Ver Figura 13.). La estrategia de la demostracién sera:

i) Mostrar que dos medianas se cortan en un punto V', el cual estd a un tercio
de la base y a dos tercios del vértice en cada mediana.

ii) Tomar la mediana que no se tuvo en cuenta en i) y una de las medianas
que si se tomo en cuenta en i) y suponer que se cortan en V', para finalmente
concluir que V = V",

___) ~
Veamos i). Por el Teorema 7. y el corolario 1.. CN C IntC, y por el

—
Teorema de la barra transversal, existe {V'} = AM N CN; similarmente, por
el Teorema 7., corolario 1., teorema de la barra transversal y Teorema 1.
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{V1=CNnN AM luego {V} = AM N CN. Sea R el punto medio de AV y
S el punto medio de CV; M el punto medio de BC'y N el punto medio de
AB.

Por el teorema de la paralela media en el AAVC: RS || AC.

Por el teorema de la paralela media en el AABC: NM || AC.

Luego, RS | NM.

Por el teorema de la paralela media en el ABVC: SM || BV.

Por el teorema de la paralela media en el ABVA: NR || BV.

Luego, SM || NR.

De lo anterior se concluye que NRSM es un paralelogramo y como en un
paralelogramo las diagonales se bisecan, entonces VS VN y VR=VM y
como R es punto medio de AV, entonces AR = RV =2 V M, por tanto:

1 1

VM =~ AM = ~m,
3 3"
9 9

VA=ZAM = Zm,,
3 3™

También, como S es punto medio de V.C, entonces CS =2 SV = VN y
por tanto

1 1
N=Z2CN=-m,
\% 3C 3m

2 2
VC:§OIV:§TI’LC

Veamos ii): Supongamos que la mediana AM se intercepta con la nueva
mediana BL en V’. Como el resultado de la parte i) es valedero para estas
dos medianas que se cortan en V', entonces AV’ = %ma y por la parte i)
AV = %ma, entonces AV’ = AV, o sea que AV’ =2 AV y como V y V' estdn

—
en la semirrecta AM, entonces por el Axioma de construccién de segmento
V=V. u
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Teorema 62 (Propiedades del rectiangulo).

Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. Un cuadrilatero convexo es un rectangulo.
2. Todos sus angulos son rectos.

3. Las diagonales son congruentes y se bisecan.

Demostracién. Demostraremos que 1 = 2 y que 3 = 1.
i) 1 = 2, (ver Figura 14.).

D C
/ 5 7\\
N e

A B

Figura 14.

Por hip6tesis tenemos que o= = vy = 4.
Como o + 8+ + 6 = 360°, resulta entonces que:
a=pB=v=3§=90"

ii) 3 = 1, (ver Figura 15.).

Figura 15.
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Tenemos por hipétesis que:

OA=0B=0C=0D.
Si AAOB = ACOD (L-A-L), resulta que A2 C'2 y 32 D2

Si AAOD = ACOB (L-A-L), resulta que l/)\l ~ 23\1 y 1/4\1 &~ 6\1

/Sllmando:/\m(jl\g) + m(A )=
m(Dy) +m(Dy) = (Bl) + m(
vy

~

resulta entonces que AA% C

es %E,perocomob\g%ﬁ\l yg%ﬁ\g,se
concluye que A= Cy D=B.

>

Pero como D1 A1 Ly Bg = Ag, se concluye que Ax B~ , pues
D1 Al Bl y Bz Az D2
Se deja al lector la prueba de que 2 = 3. [ |

Teorema 63 (Propiedades del rombo).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Un paralelogramo es un rombo.
2. Las diagonales del paralelogramo bisecan los angulos opuestos.
3. Las diagonales del paralelogramo son perpendiculares.

4. Dos lados adyacentes del paralelogramo son congruentes.

Demostraciéon. Demostraremos que 1 = 2 y que 4 = 1.

i) 1 = 2, (ver Figura 16.).
Por hip6tesis tenemos que ABC'D es paralelogramo con

AB= BC=CD = DA.

Como ADCB = ADBA por (L-L-L) y

ACDA = ACBA por (L-L-L), resulta:
@%@,@Qﬁ,@%@, BAO =~ DAO. (Porque 7)
i) 4 = 1.

Tenemos por hipétesis que ABCD es paralelogramo y que AD =2 AB.
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C

Figuéa 16.

Entonces, por ser ABC'D paralelogramo se tiene: AD = BC'y AB = DC,
pero como AD = AB, resulta:

AB = BC =CD = DA. |

Teorema 64 (Propiedades del trapecio).

i) La base media de un trapecio (segmento que une los puntos medios de
los lados no paralelos de un trapecio), es paralela a las bases y su medida
es la semisuma de las medidas de las bases.

ii). El segmento que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio
es paralelo a las bases, su medida es la semidiferencia de las medidas de las
bases y esta contenido en la base media (Demostrarlo).

iii) En un trapecio isésceles, el cual tiene los lados no paralelos congruentes,
las diagonales son congruentes, los angulos de la base mayor son congruentes,
los angulos de la base menor son congruentes. El punto de interseccion de las
diagonales, los puntos medios de las bases y el punto de interseccion de las
rectas que contienen los lados no paralelos, estan alineados. Las mediatrices
de las bases coinciden. (Demostrarlo).

Demostracién. (Ver Figura 17.). Por hipétesis, DC' || AB, DK = KAy
CE ~ EB.
Demostremos que:
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D C

~

Figura 17.

KE = % (DC + AB).

St unimos D con E y prolongamos hasta encontrar la prolongacién de
AB, tal que B estd entre Ay F, resulta que ADCE = AFBE por (A-L-A),

entonces

DE=FEF y DC= BF.
En ADAF se tiene KD~ KAy DE = EF, por lo tanto KE || AF y

1

KE = —
2

(AF) = 3 (AB + DC).

ii) y iii) se dejan como ejercicio. [
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10.

11.

12.

5.3. Ejercicios y Problemas de Poligonos

. Dado el cuadrado ABCD, se construye en el interior del cuadrado el

triangulo equilatero AABF y en el exterior del cuadrado, el tridngulo
equilatero AADE. Demostrar que C, F'y E son colineales.

En un paralelogramo_ABC’D, se prolongai_B hasta E' tal que BE =
BC' y se prolonga AD hasta F tal que DF = DC. Demostrar que

DCF = BCFE y F, C'y E son colineales.

. Si ABCE es un rectanguloy AF 1. BE con F € BE y E es bisectriz

de CAF. Mostrar que AD es bisectriz de BAE , hallar m(m)
(Rta.: 45°)

Demostrar que el perimetro de un cuadrilatero es mayor que la suma
de las diagonales.

Sea ABC'D un cuadrado tal que E esta entre By C, I esta entre Dy
F | B esta entre A y F. Demostrar que AC < DF.

Probar que los puntos medios de los lados de un cuadrildatero, son los
vértices de un paralelogramo.

Probar que los puntos medios de dos lados opuestos de un cuadrilatero
y los puntos medios de las diagonales, son los vértices de un paralelo-
gramo.

Probar que los puntos medios de los lados de un rombo, son los vértices
de un rectéangulo.

Probar que los puntos medios de los lados de un rectangulo, son los
vértices de un rombo.

Probar que las bisectrices de los angulos interiores de un paralelogramo,
al intersectarse forman un rectangulo.

Probar que las bisectrices de los angulos interiores de un rectangulo, al
intersectarse forman un cuadrado.

Demostrar que si por el punto de interseccién de las diagonales de
un rombo se trazan perpendiculares a los lados del rombo, entonces
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

los puntos de intersecciéon de dichas perpendiculares con los lados del
rombo son los vértices de un rectangulo.

Demostrar que las bisectrices de los angulos que forman las diagonales
de un rombo, intersectan los lados del rombo en cuatro puntos que son
los vértices de un cuadrado.

Demostrar que la base media de un trapecio biseca las diagonales.

Demostrar que las diagonales de un pentagono regular son congruentes
y al intersectarsen forman un pentagono regular.

— —
Sea ABC'D un paralelogramo. AN bisectriz de £ BAD y DM bisectriz
de LCDA. M € AB N € CD. Demostrar que ADNM es un rombo.

Si sobre los lados de un paralelogramo tomados como hipotenusas se
dibujan tridngulos rectangulos isésceles y los tridngulos rectangulos son
exteriores al paralelogramo. Probar que los cuatro vértices de los angu-
los rectos forman un cuadrado.

Mostrar que en un paralelogramo, el segmento que une los puntos me-
dios de dos lados opuestos es partida en parte congruentes por el punto
de interseccion de las diagonales.

En un cuadrado ABCD se toman sobre los lados AD y DC' segmentos
congruentes AM y DN; se unen B con M y A con N. Mostrar que

AN | BM

En un cuadrildtero ABCD, AC = BD y £DAB = LCBA y no rectos.
Demostrar que ABC'D es un trapecio isésceles.

Demostrar que si se trisecan los tres lados de un tridngulo equilétero,
entonces estos puntos son los vértices de un hexagono regular.

El poligono ABCDEFGH es un octagono regular. Demostrar que las
diagonales AD, HE, BG y C'F forman un cuadrado al intersectarse.

En el cuadrilitero ABFE la diagonal AF es mediatriz de BE. Las
prolongaciones de AB y EF se cortan en C' y las prolongaciones de
AE v BF se cortan en D. Demostrar que CD y BE son paralelas.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Sea ABFH un paralelogramo, D un punto exterior al paralelogramo,
E punto medio de DF’, C' punto medio de DB, K punto medio deﬁi.
Si {0} = EK N CH, demostrar que O es punto medio de FK y CH.

En un paralelogramo ABDFE, mBD = 2mAB y C es el punto medio
de BD. Demostrar que el angulo L ACFE es recto.

Demuestre que cualquier segmento que pase por el punto de interseccion
de las diagonales de un paralelogramo queda bisecado por dicho punto.

Sea AABC , D € intAC, tal que AD = DB; AB < AD. Demostrar
que AABC es escaleno.

Sea ABC'D un paralelogramo, donde la bisectriz de £ DAB corta a CD
en Q y a la prolongacién de BC en N la bisectriz de £ BCD corta a
AB en Py ala prolongaciéon de DA en M. Demuestre que AMCN es
un paralelogramo.

ABCD es un rectangulo. AX y DX son las bisectrices de A y D res-
pectivamente. BY y CY son las bisectrices de B y C respectivamente.
Demuestre que ABY X 2 CDXY.

En un cuadrildtero convexo ABCD, AC N BD = {O}. Ademas AO =
OBy CO = OD. Demostrar que ABC'D es un trapecio isésceles.

Por el punto de interseccién de las diagonales de un cuadrado, se tra-
zan dos rectas perpendiculares que intersectan dos a dos los lados del
cuadrado. Demostrar que estos puntos de intersecciéon son los vértices
de un cuadrado.

Sea ABC'D un paralelogramo, [ una recta cualquiera que pasa por D
y no cruza el interior del paralelogramo, AN 1 |, BM 11y CP 11
en los puntos N, M y P respectivamente. Demostrar que

mBM = mAN + mCP.

Analice el caso cuando la recta [ cruza el interior del paralelogramo.

En un rombo ABCD se trazan BN L AD, BM 1L CD, DR L AB,
D@ 1 BC'. Estas perpendiculares se cortan en F y F'. Demostrar que

BEDF es un rombo y que sus angulos son congruentes a los angulos
del rombo dado.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

En un cuadrado ABC'D se prolongan los lados en un mismo sentido y
sobre dichas prolongaciones se toman BM = AB, DN =2 CD, CF =

BC y AQ =2 AD. Demostrar que MN = FQ y que MN 1L PQ.

En un tridngulo AABC, se trazan las medianas AM y BN. Por N,
se traza una paralela a BC' y por C, una paralela a BN. Estas dos
rectas se cortan en P. Si D es el punto medio de PN, demostrar que

CD | 4B || MN.

Por los vértices de un cuadrado se trazan paralelas a las diagonales.
Demostrar que los puntos de interseccién de estas rectas son los vértices
de un cuadrado cuyas diagonales se cortan en el punto de interseccion
de las diagonales del cuadrado dado.

Demostrar que en un poligono convexo, la suma de los angulos exte-
riores tomados en un mismo sentido es 360°

Demostrar que la base media de un trapecio (segmento que une los
puntos medios de los lados no paralelos de un trapecio) es paralela a la
bases y su medida es la semisuma de las medidas de las bases.

Demostrar que el segmento que une los puntos medios de las diagonales
de un trapecio es paralelo.a las bases y su medida es la semidiferencia
de las medidas de las bases

En un trapecio isésceles (tiene los lados no paralelos congruentes), las
diagonales son congruentes, los angulos de la base mayor son congruen-
tes, los dngulos de la base menor son congruentes. El punto de inter-
seccon de las diagonales, los puntos medios de las bases y el punto de
interseccion de las rectas que contienen los lados no paralelos, estan
alineados. Las mediatrices de las bases coinciden.

A partir de dos vértices opuestos de un cuadrado, se toma sobre cada
lado una longitud dada. La figura formada uniendo estos cuatro puntos
de dos en dos es un rectangulo de perimetro constante.

Se da un triangulo ABC' isésceles, de base BC'. Sobre la prolongacién
R - - <
de BC se toma D de forma que AC = CD. Se traza la recta AD y se
—
prolonga AB hasta E de forma que BE = BTC. Si E, F, H son puntos
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

colineales tales que H es el punto medio BC' y F pertenece a AD.
Demostrar:

i) ADB = LABC, i) EA~HD, ii) FAXFD~FH,
iv) Si m(B/fE') = 58" calcular angulo AFH y ADB.

Mostrar que:

a) Dos paralelogramos son congruentes si tienen dos lados contiguos
respectivamente congruentes e igual el angulo que ellos forman.

b) Dos rectangulos son congruentes si tienen dos lados contiguos res-
pectivamente congruentes.

En un paralelogramo ABCD, la bisectriz del dngulo E, corta a DC' en
M y la bisectriz del angulo C, corta a AB en N.

a) Mostrar que el cuadrildtero AMCN es un paralelogramo.
b)Mostrar que DB pasa por el punto medio O de M N.
¢) Concluir que BM DN es un paralelogramo.

Por el punto O donde se cortan las diagonales de un cuadrado, tra-
zamos dos segmentos de recta EF y HG perpendiculares entre ellos
y limitados por los lados del cuadrado. Demostrar que FHGF' es un
cuadrado.

En un paralelogramo ABCD se une el vértice B con los puntos me-
dios de AD y DC'. Probar que la diagonal AC queda dividida en tres
segmentos congruentes.

En un paralelogramo ABC'D, M es el punto medio ABy N es el punto
medio de C'D. Demostrar que DM y BN trisecan la diagonal AC.

El AABC esta inscrito en la circunferencia de centro O, AD es la
altura correspondiente al lado BC' v H es el ortocentro. N, Q y P son
los puntos medios de AH, AB y AC respectivamente. Demostrar que
OPNQ es un paralelogramo.

Sea un rombo ABCD. Se trazan BM 1 AD y DN 1 BC'. Demostrar
que el cuadrilatero BM DN es un rectangulo.

Sea un trapecio ABC'D. Se prolongan los lados no paralelos AD vy
BC hasta cortarse en el punto E. Sean M, N, P,() puntos medios de
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ol.

52.

93.

o4.

99.

96.

57.

98.

99.

60.

AE,BE,AC y BD respectivamente. Demostrar que M NQP es un
trapecio.

Sea HH’ I RR’ A EHH’ B ERR’ si AD es blsectrlz de HAB, AC

es bis bisectriz de H ’AB BD es bisectriz de RBA y BC es bisectriz de
R'BA. Demostrar que AC'BD es un rectangulo.

En un trapecio cualquiera la diferencia de la base mayor menos la menor
es menor que la suma de los otros dos lados del trapecio.

Demostrar que si un tridangulo tiene dos medianas congruentes, entonces
el triangulo es isdsceles.

Sea AABC, rectdngulo en A y sea AH altura. Desde H se trazan
HE1ABy HD1AC, demostrar que o
a)DE = AH, b) AMLDE, donde M es el punto medio de BC'.

Enel AABC, N es punto medio de BC'y M € AB tal que AM = %AB,
si {0} €e ANNCM y OM = 5z, ON =2z — 1, OA = 3x — 11. Hallar
CM. (Rta.: CM = 200)

Construcciones con Regla y Compas.
Construir un cuadrado dada la suma de su diagonal y el lado.

Construir un trapecio conociendo las diagonales, un angulo del trapecio
y uno de los lados no paralelos adyacente al angulo.

Trazar una paralela a la base BC' de un tridngulo AABC, que corte a
los lados AC'y AB en D y FE respectivamente, de manera que se tenga:

DE =CD + EB.

Construir una tridngulo rectangulo conociendo los puntos medios M y
M’ de los catetos y el punto H en que la recta que une estos puntos,
encuentra la altura relativa a la hipotenusa.

Construir un rectangulo conociendo un lado y el angulo entre las dia-
gonales, opuesto al lado.
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61. En el tridngulo AABC, h, es la altura desde el vértice A, m, es la
mediana desde el vértice A y v, es la bisectriz desde el vértice A, a es
la medida del lado BC, b es la medida del lado AC, ¢ es la medida del
lado AB, « es la medida del angulo en el vértice A, 3 es la medida
del angulo en el vértice B, v es la medida del dngulo en el vértice C.
Construir un triangulo AABC, dados:

(a) a, hy, e (b) a, hy, me. (c)a, «, hy

(d) mq, b, c. (e) mq, b, . (f) ha, Mg, 5.
(g)a, by b+c.  (h)a, b, b—c. (iJa+b, b—c, c
(G)a+b, ¢, v. (k)B,v,p=a+b+ec. ()a, a, c—b
(m)aa Oé,b+C. (n)aa 670_1)




CAPITULO 6
LA CIRCUNFERENCIA

6.1. DEFINICIONES PRELIMINARES

Definicién 38 (La circunferencia). Es el conjunto de puntos (o lugar geo-
métrico de los puntos) del plano que equidistan de un punto fijo en el mismo
plano, al punto fijo se le llama el centro de la circunferencia y a la distancia
de cada punto al centro se le llama radio de la circunferencia.

Notacién: la circunferencia en el plano m y de centro en O € 7 y de
radio r (ver Figura 1.), se denota por C'(O,r), en la notacién de conjuntos es

CO,r)={X en/OX =r, O,X €7}

Como sucedi6 con la recta en el plano, que dividié el plano en dos regiones
disjuntas, lo mismo sucede con la circunferencia, la cual nos divide el plano
en dos regiones, una de ellas la llamamos el interior y la otra el exterior de
la circunferencia.

Definicién 39 (Interior de la Circunferencia). Al conjunto de puntos
del plano de la circunferencia, tales que su distancia al centro es menor que
el radio, se le llama el interior de la circunferencia.

Notacion: el interior de la circunferencia de centro O y radio r se denota
por IntC(O, r), por lo tanto

IntC(O,r) ={X e n/OX <r, X,0 €}

151
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Figura 1.

Definicién 40 (Exterior de la Circunferencia). Al conjunto de puntos
del plano de la circunferencia, tales que su distancia al centro es mayor que
el radio, se le llama el exterior de la circunferencia.

Notacion: el exterior de la circunferencia de centro O y radio r se denota
por ExtC(O,r), por lo tanto

ExtC(O,r) ={X e n/OX >r, X,0 € n}
X3

X

Figura 2.

En la Figura 2. los puntos X;, X5, X3 estan en el mismos plano de la
C(O,r).
Como OX; < r entonces X; € IntC(O,r).
Como OXj3 > r entonces X; € ExtC(O,r).
Como OX, = r entonces X; € C(O,r).
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Definicién 41 (Circulo). La unién de la circunferencia y su interior la
llamamos circulo.

Notacién: el circulo de centro O y radio r se denota por C(O,r), por lo
tanto

C(O,r) =C(0O,r) UIntC(O,r)

Definicién 42 (Cuerda). Es un segmento cuyos extremos son dos puntos
diferentes de la circunferencia. Cuando el centro de la circunferencia es un
punto interior de la cuerda, entonces a la cuerda la llamamos cuerda diametral
v a su medida la llamamos diametro.

Por la definicién de circunferencia, podemos concluir que el didmetro es
dos veces el radio.
Ejercicio: demostrar que si AB es una cuerda entonces IntAB C IntC(O,r)

Definicién 43 (Secante). La recta que intercepta la circunferencia en al
menos dos puntos distintos se le llama secante.

Mas adelante veremos que si una recta. intercepta una circunferencia, lo
hace a lo sumo en dos puntos diferentes.

Definicién 44 (Tangente). Si una recta en el plano de la circunferencia la
intercepta en un tinico punto, entonces decimos que la recta es tangente a la
circunferencia; al punto de contacto entre la recta y la circunferencia se le
llama punto de tangencia.

Nota: en tres dimensiones puede ocurrir que la recta intercepta la circunfe-
rencia en un unico punto y la recta no ser tangente a la circunferencia.
En la Figura 3.-se puede ver que:
[ es tangente ala circunferencia C(O,r) en A.
La cuerda@ es didmetro.
La recta DFE es secante al circunferencia.

Definicién 45 (Arco). Dados dos puntos distintos de una circunferencia
entonces la circunferencia queda dividida en dos conjuntos a los cuales lla-
maremos arcos.

Notacidn: si los puntos son A y B (ver Figura 4.), los arcos son arco

AMB y arco ANB, los cuales denotamos por AMB y ANB y como la
cuerda AB esta asociada a cada uno de éstos arcos entonces decimos que
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E
D
Q
B \ C
A 1
Figura 3.
M B I
A
N
Figura 4.

el arco AMB (o el arco AN B) est4 sub-tendido por la cuerda AB o que la

cuerda AB sub-tiende al arco AM B (o al arco ANB).
A los puntos A, B se les llama los extremos del arco.
Si al arco le quitamos los extremos, a este nuevo conjunto lo llamamos el

Interior del arco y lo denotamos por [ mf(A]\AJ B)

Definicién 46.

a.) Arco Principal: si el centro de la circunferencia y el Interior del arco
estan en semiplanos opuestos con respecto a la recta que pasa por los extre-
mos del arco, a éste arco lo llamamos arco principal

b.) Arco no Principal: si el centro de la circunferencia y el Interior del
arco estan en el mismo semiplano con respecto a la recta que pasa por los
extremos del arco, a éste arco lo llamamos arco no principal.

c.) Si la recta que pasa por los extremos del arco, también pasa por el centro
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de la circunferencia entonces decimos que los dos arcos que se forman son
arcos principales (las semicircunferencias son arcos principales).

En la Figura 4. la recta [ que pasa por A y B divide la circunferencia en

dos arcos, el AM B que es arco principal y el AN B que es arco no principal.
Nota: obsérvese que para cada arco principal corresponde uno y solo un
arco no principal y reciprocamente, también obsérvese que la union del arco
principal y el no principal es la circunferencia.

Definicién 47 (Angulo Central o dngulo al centro). Es un dngulo cuyo
vértice es el centro de la circunferencia y es coplanar con la circunferencia.

En la Flgura 5. el angulo AOB esun angulo al centro;.en este caso decimos

que AOB mtercepta al arco principal AB y el arco principal AB sub-tiende
al dngulo AOB.

Obsérvese que al arco no principal AM B no se le asocia angulo central, ya
que los dngulos estan definidos entre 0° y 180°.

Figura 5.

6.2. TEOREMAS BASICOS

Teorema 65 (Existencia y unicidad de la circunferencia).

‘Por tres puntos distintos, no colineales pasa una y solo una circunferencia.

Demostracion.
Existencia. Sean A, B, C tres puntos distintos y no colineales (ver Figura
6.); sean m y m' las mediatrices de los segmentos AC'y AB respectivamente y
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C

Figura 6.

por el Corolario 13. existe un tinico punto {O} = mAm’. Por las propiedades
de la mediatriz se tiene que, como O € m entonces OA = OC' y similarmente,
como O € m’ entonces OA = OB, por lo tanto

OA=0B=0C

luego, O es el centro de una circunferencia que pasa por los puntos A, B, C,
llamémosla C(O,r) .

Unicidad. Supongamos que por los puntos A, B, C' pasa otra circunferencia
C(O',r"); como O'A = O'B entonces por las propiedades de la mediatriz
O € m'y como O'A = O'C entonces O € m, luego {O'} = mNm’ y como
{O} = m N'm’ entonces por el Teorema 1. O’ = O y por tanto ' = r. De
esta manera hemos concluido que

CO,r)=C(O' 1) |

Construccién basica: por tres puntos dados, distintos y no colineales trazar
con regla y compads, una circunferencia.

Construccion. (Ver Figura 7.) Para la construccién, haremos los siguientes
pasos consecutivos.

» Trazo mediatriz [ de AB .
» Trazo mediatriz m de AC, la cual corta a [ en O.

= Con centro en O y radio OA trazo circunferencia, esta es la circunfe-
rencia pedida.
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Figura 7.

Justificacion. Como O pertenece a las mediatrices [ y m, entonces
OA=0B=0C

Teorema 66.

Si una recta y una circunferencia son coplanares, la recta intercepta a la
circunferencia a lo sumo en dos puntos.

I\
\
\ ~
\ S

|
|
|
1\
A M _CB D

Figura 8.

Demostracién. Sean [ la recta y C'(O,r) la circunferencia; veamos que e-
xisten a lo sumo dos puntos distintos A y B tales que {4, B} = C(O,r) N1
(ver Figura 8.).
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Neguemos la tésis, supongamos que existen tres puntos distintos que perte-
necen a C(O,r) N1, con el tercer punto pueden suceder dos casos: a.) que
esté en el IntAB, b.) que esté en el ExtAB.

Caso a.) sea C' € IntAB y sea OM_LI, como OA = OB entonces é—]\>4 es
mediatriz de AB y por tanto A — M — B. Con el punto C' pueden suceder
tres casos: 1.) M —C —B,2)C=M,3.)A-C— M.

caso 1.) Si M — C — B entonces MC < MB y por el teorema de las oblicuas,
OC < OB y como OB es radio, entonces OC < r, luego C' € IntC(O,r).
Absurdo!

caso 2.) Si €' = M entonces por el teorema de las oblicuas, OM < OB, luego
OM = OC < r, es decir, C € IntC(O,r). Absurdo!

caso 3.) Se hace en forma similar al caso 1.)

Caso b.) Sea D € ExtAB, por lo tanto, MB < MD y por el teorema de
las oblicuas OB < ODy por tanto r < OD, es decir que, D € ExtC(O,r).
Absurdo!

Afirmo tésis: existen a los sumo dos puntos distintos A, B tales que

{A,BY = C(O,7) N1 n

Nota: de acuerdo al teorema anterior, entre una recta y una circunferencia
coplanares, pueden dérsen tres posibilidades (ver Figura 9.).

Figura 9.

1. Que la recta sea exterior a la circunferencia; en éste caso la distancia del
centro a la recta es mayor que el radio.
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2. Que la recta sea tangente a la circunferencia; en éste caso la distancia del
centro a la recta es igual al radio.

3. Que la recta sea secante a la circunferencia; en éste caso la distancia del
centro a la recta es menor que el radio.

Teorema 67 (Propiedad de la tangente).
Toda recta coplanar con una circunferencia y tangente a ella es perpendi-
cular al radio trazado al punto de tangencia.

Demostracién. (Ver la Figura 10.)

Figura 10.

Sea [ tangente a la C'(O,r) en A. Veamos que OA_Ll. Neguemos esta tésis:
supongamos que OA no es perpendicular a [, entonces por el teorema de la
perpendicular por un punto exterior a una recta, existe una recta m que pasa
por O tal que m L, sea {B} =1 Nm.

Por el Axioma de construccién segmento existe un punto C' tal que A— B—C
y BC = AB.

En el AOAC se tiene que OB es altura y también es mediana y por el
teorema de las propiedades del tridngulo isésceles, concluimos que el AOAC
es isésceles y por tanto OA = OC, luego C € C(O,r) y como A es distinto
de C, ya que A — B — C, entonces [ es secante a la circunferencia. Absurdo!
Afirmo tésis: OALL n

Teorema 68 (Reciproco del anterior).

Si una recta coplanar con una circunferencia es perpendicular a un radio,
en el extremo del radio distinto del centro, entonces la recta es tangente a
la circunferencia en dicho extremo.
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A B
Figura 11.

Demostracién. (Ver la Figura 11.) Sea OA radioy A € 'y OALL. Veamos
que [ es tangente a la circunferencia en A, para ello veamos que todo punto
B €l y B distinto de A es exterior a la circunferencia.

En efecto, como OB es una oblicua con respectoa O entonces por el teorema
de las oblicuas, OA < OB, es decir r < OB y por tanto, para todo punto B
distinto de A, se cumple que B € ExtC(O,r), de aqui que [ es tangente a la
circunferencia en A. [ |

Construccién basica: por un punto A dado en una circunferencia, trazar
una recta tangente a la circunferencia.

A
Figura 12.

Construccién. (Ver Figura 12.) Para la construccién, haremos los siguientes
pasos consecutivos.

= Uno O con A .
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» Por A trazo | L OA, entonces [ es tangente a la circunferencia por A.

Justificacién. Como OA L | y OA es radio, entonces [ es tangente a la
circunferencia.

El siguiente teorema se deja como ejercicio.

Teorema 69.

a.) La mediatriz de toda cuerda, pasa por el centro.
b.) La recta que pasa por el centro y es perpendicular a una cuerda, es
mediatriz de la cuerda.

Teorema 70.

Si dos circunferencias distintas y coplanares se interceptan entonces su in-
terseccion tiene a los sumo dos puntos distintos.

Demostracién. Sean C(O,r)y C(O’,r") dos circunferencias distintas. Vea-
mos que

C(0,7) N C(O1")

tiene a lo sumo dos puntos distintos.
Neguemos lo anterior, es decir, supongamos que

C(O,r)NnC(O',7") ={A, B,C},

donde A, B, C' son tres puntos distintos.

Con los puntos A, B, C' pueden suceder dos casos:

a.) Los puntos A, B, C'son colineales, por tanto la recta que pasa por A, B, C
intercepta las circunferencias en tres puntos distintos. Absurdo! (contradice
el Teorema 66.)

b.) Los puntos A, B, C no son colineales y como son distintos, entonces por
el Teorema 65., por A, B, C' pasa una tunica circunferencia, pero

C(O,r)ynC(O',r")={A,B,C},
entonces, nuevamente por el Teorema 65., C(O,r) = C(O’,r"). Absurdo! H

Definicién 48. Decimos que dos puntos son simétricos con respecto a una
recta, si la recta es mediatriz del segmento que une los dos puntos.

En la Figura 13. los puntos A, B son simétricos con respecto a la recta [,
o también el punto B es simétrico de A con respecto a la recta [




162 CAPITULO 6. LA CIRCUNFERENCIA

Figura 13.

Teorema 71.

a.) Si dos circunferencias coplanares y distintas se cortan en un punto que
no pertenece a la recta que pasa por los centros, entonces el simétrico de este
punto con respecto a ésta recta también pertenece a las dos circunferencias.
b.) Si dos circunferencias coplanares y distintas se cortan, entonces la dis-
tancia entre los centros es mayor que la diferencia entre los radios y menor
que su suma.

c.) Si dos circunferencias coplanares y distintas se cortan, la recta que pasa
por los centros es mediatriz de la cuerda comun.

d.) Si dos circunferencias coplanares son tangentes, entonces el punto de
tangencia esta sobre la recta de los centros.

e.) Si dos circunferencias coplanares son tangentes entonces la recta per-
pendicular a la recta que pasa por los centros en el punto de tangencia, es
tangente a ambas circunferencias (se le llama la tangentes comiin).

Yo

Figura 14.
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Demostracién. d.) (Ver Figura 14.) Si el punto de tangencia no estd sobre
la recta que pasa por los centros, entonces por la parte a.) su simétrico con
respecto a la recta que pasa por los centros, estd sobre la circunferencia y
por tanto las dos circunferencias son secantes. Absurdo!

e.) este resultado es consecuencia de la parte d.) y del teorema 68. |

6.3. POSICIONES ENTRE DOS CIRCUN-
FERENCIAS

Por el Teorema 70., entre dos circunferencias coplanares se presentan las
siguientes situaciones:

1.) Exteriores.(ver Figura 15.) Cuando su interseccion es vacia y el in-
terior de una de ellas esta en el exterior de la otra. Si la distancia entre los

e O

Figura 15.

centros la llamamos d = O0’, entonces las circunferencias son exteriores si y
solo si
d=0A+AB+BO' =r+ AB+7r" >r+71

2.) Tangentes.(ver Figura 14.) Cuando su interseccién es un tinico punto.
Se presentan dos casos:

a.) Tangentes exteriormente: cuando el interior de una de ellas esta en
el exterior de la otra. Si la distancia entre los centros la llamamos d = OO0,
entonces las circunferencias son tangentes exteriormente si y solo si

d=0A+BO =71+
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b.) Tangentes interiormente: cuando el interior de una de ellas esta en
el interior de la otra. Si la distancia entre los centros la llamamos d = OO/,
entonces las circunferencias son tangentes interiormente si y solo si

d=0A—-BO=r—1

3.) Secantes: (ver Figura 16.) cuando se intersectan en dos puntos distintos.
Si la distancia entre los centros la llamamos d = OO’, entonces (por el
Teorema de la desigualdad tridngular y su corolario) las circunferencias son
secantes si y solo si

r—r <d<r+r

obsérvese que cuando dos circunferencias son secantes el [ ntA]\} B esta en el
ExtC(O,r) y el IntANB esta en el IntC(O,r) y también, IntALB esta en
el ExtC(O',1") y el IntARB esta en el IntC(O', 1)

Figura 16.

4.) Interiores: (ver Figura 17.) cuando su interseccién es vacia y el interior
de una de ellas esta en el interior de la otra. Si la distancia entre los centros
la llamamos d = OO0’ entonces las circunferencias son interiores si y solo si

d=0A—-AB—-BO <r—17'

5.)Concéntricas: dos circunferencias son concéntricas, cuando sus centros
coinciden, es decir, si y solo si d = OO0’ =
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Figura 17.

Teorema 72 (De las tangentes por punto exterior).

En un mismo plano, por un punto exterior a una circunferencia existen dos
rectas tangentes y solo dos.

Los segmentos entre el punto exterior y los puntos de tangencia son con-
gruentes. La semirrecta con origen en el punto exterior y que pasa por el
centro es bisectriz del angulo entre las tangentes.

Figura 18,

Demostracién. (Ver Figura 18.) (Existencia de dos rectas tangentes). Sea
M el punto medio de OP y sea la C(O, MO), luego existen dos puntos y solo
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dos A, B tales que {A, B} = C(O,r) N C(M, MO); por tanto

MO=MP=MA

y por el Teorema 47, el AAPO es rectangulo en A, es decir, OALAP y por
—
el Teorema 68 AP es tangente a la C(O,r) en A. Similarmente se demuestra

—
que BP es tangente a la C'(O,r) en B.
En los tridangulos rectangulos AOAP y AOBP se tiene que:

OP =2 OP, OA= OB
entonces por el criterio H-C, AOAP = AOBP y por tanto
AP~BP, APO=BPO

(Existen exactamente dos tangentes) Supongamos que existen tres rectas
— —

tangentes distintas: AP, BP y otra ; con esta otra, pueden suceder dos
casos: a.) que esté en el IntAPB y sea tangente en D, b.) que esté en el
ExtAPB y sea tangente en C.

a.) Sea PD C IntAPB entonces por el teorema de la barra trasversal,
existe un punto {Q} = AB N ﬁ por lo tanto Q € AB, lo cual implica
que @ € IntC(O,r), Absurdo! porque la recta DP es tangente en D a la

circunferencia. o
b.) Sea ]@ C ExtAPB; entonces pueden suceder dos casos: 1). que ﬁ y

—
P—}l estan en el mismo semiplano de borde OP o 2). que ﬁ y ﬁ estan en

>
el mismo semiplano de borde OP.
En cualquiera de éstos dos casos, se | tiene, ,_por lo que demostramos en la

parte de existencia que OPA =~ OPC (0 OPB = OPC ) y por el axioma

de construcciéon de angulo se tiene que PA P? (o ﬁ = ﬁ lo cual es
Absurdo! porque tomamos tres rectas tangentes distintas. [ |

Construccién basica: por un punto P dado, exterior a una circunferencia,
trazar las rectas tangentes a una circunferencia dada.

Construccién. (Ver Figura 19.) Para la construccion, haremos los siguientes
pasos consecutivos.

» Uno O con P .
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Figura 19.

» Hallo M punto medio de OP.

» Trazo circunferencia de centro M y radio MO (o M P), la cual corta
la circunferencia dada en A y B.

— —
s Uno A con Py B con P, las rectas AP y BP son tangentes a la
circunferencia dada.

Justificacién. Como OP es didmetro entonces el AAOP es rectangulo en
—

- <
Ay por lo tanto OA LAP y como OA es radio, entonces AP es tangente a

«—
la circunferencia en A. Similarmente se demuestra que BP es tangente a la

circunferencia.

El siguiente Teorema es similar al Teorema de las oblicuas, solo que en
éste caso cambiamos la recta [ por una circunferencia.

Teorema 73 (Teorema de las oblicuas para la circunferencia).

La distancia mas corta de un punto distinto del centro a una circunferencia,
es la parte del radio o su prolongacion, comprendida entre el punto y la
circunferencia.

Demostracién. (Ver Figura 20.) Sea P ¢ C(O,r), P # O, con el punto P
pueden suceder dos casos: a.) P € IntC(O,r), b.) P € Ext(O,r).
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s

B
Figura 20.

a.) Si P € IntC(O,r); sea OA el radio que contiene al punto P y sea B un
punto distinto de A tal que B € C(O,r), veamos que PA < PB.

Con el punto B pueden suceder dos casos: a) B —0O — P, b) B,0, P son
no colineales. Caso a): se deja como ejercicio. Caso b): por el teorema de la
desigualdad triangular en el AOPB se tiene que

OB < OP + PB,

pero OB = OA = OP + PA, porlo tanto OP + PA < OP + PB, es decir,
PA < PB o sea que

PA<PB

b.) Si P € Ext(O,r), sea OA el radio tal que su prolongacién contiene al

punto P, es decir que P € 0—121 y sea B un punto distinto de A tal que
B € C(O,r), veamos que PA < PB.

Con el punto B pueden suceder dos casos: a) B— O — P, b) B, 0O, P son no
colineales. Caso a): se deja como ejercicio. Caso b): en efecto, por el teorema
de la desigualdad tridangular en el AOPB se tiene que

OP < OB + BP,

pero OP = OA+ AP, por lo tanto OA+ AP < OB+ BP, es decir, PA < PB
0 sea que

PA< PB |
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6.4. RELACIONES ENTRE ARCOS Y CUER-
DAS

De acuerdo a las definiciones de arco principal, cuerda y angulo central
en una circunferencia, podemos afirmar que existe una correspondencia biu-
nivoca entre ellas, es decir, a cada arco principal corresponde uno y solo un
angulo central y una y solamente una cuerda.

Definicién 49. a.) Circunferencias congruentes. Decimos que dos cir-
cunferencias son congruentes sii tienen el mismo radio y lo denotamos asi:

CO,r)=C(0,r)

b.)Arcos principales congruentes. Decimos que dos arcos principa-
les en una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, son con-
gruentes si sus angulos centrales son congruentes.

c.)Arcos no principales congruentes. Decimos que dos arcos no prin-
cipales en una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, son
congruentes si sus respectivos arcos principales asociados son congruentes.

d.) Decimos que dos arcos son adyacentes, si el iinico punto en comun es
uno de sus extremos.

6.4.1. MEDIDA DE ARCOS

La unidad de medida para arcos, es el arco sub-tendido por un angulo
central de un grado, a esta unidad de medida para arcos también la llama-
remos grado.

Si por el centro de una circunferencia trazamos dos rectas perpendiculares,
entonces se forman cuatro angulos al centro congruentes y por lo tanto in-
terceptan la circunferencia, formando cuatro arcos principales congruentes y
en consecuencia su medida serd 909

Por lo anterior podemos concluir que la medida de la semicircunferencia es
180° y la medida de la circunferencia es 360°.

Nota: no se debe confundir el concepto de medida de arco con el de longitud
de arco, el primero tiene por unidad de medida el grado y el segundo tiene por
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unidad de medida la unidad de longitud (metros o centimetros o pulgadas,
etc.).

Definicién 50. La medida en grados de un arco ACB denotada por m(AE’B)Q
se define asi(ver Figura 21.):

1. Si AE*B es el arco principal sub-tendido por el angulo central A/O\B,

entonces m(ACB)? es numéricamente igual a la medida del dngulo
central AOB. Es decir:

m(ACB)° = m(AOB)

2. Si AﬁB es el arco no principal determinado por A y B entonces
m(ADB)? = 360° — m(ACB)°,

donde AE’B es el arco principal.

C

Figura 21.

Postulado de adicién para arcos adyacentes:

AMB U BNC = ABC

m(AMB) + m(BNC) = m(ABC)
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Figura 22.

Teorema 74.

En una misma circunferencia el diametro es la mayor de las cuerdas.

Demostracién. (Ver Figura 22.) Sea AB una cuerda que no contiene al
centro O y sea C'D un didmetro. Por el teorema de la desigualdad triangular
en el AOAB se tiene que AB < OA + OB, pero como OA,OB,0OC,0D
son radios, entonces OA + OB = OC + 0D = CD, por tanto AB < CD, es

decir,

AB<CD |

Teorema 75.

En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes:
1. Cuerdas congruentes equidistan del centro.

2. Dadas dos cuerdas, la mayor dista menos del centro.

Demostracién. (Ver Figura 23.) La parte 1.) se deja como ejercicio.

2.) Sea la C(O,r) y sean AB y CD cuerdas tales que AB < C'D entonces
por la definicién de < existe un punto £ € Int(CD) tal que CE = AB.
Como E es punto interior de la circunferencia, entonces OE < OB; en los

NOAB y NOCE se tiene:

OA=0C, AB = CE, OB > OF

luego OAB > OCE. o
Sea F' el pie del segmento perpendicular desde O a AB y sea G el pie del
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Figura 23.

segmento perpendicular desde O a CD y por tanto F, G son puntos medios
de AB y CD respectivamente y sea H el punto medio de C'E.
En los AOAF y AOCH se tiene:

OA~0C, AF=CH, OAF>OCH

luego OF > OH:; por el teorema de las oblicuas OH > OG y por transitivi-
dad OF > OG. |

A continuacién se enuncia el reciproco del anterior teorema, se deja como
ejercicio.

Teorema 76.
En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes:

1. Cuerdas equidistantes del centro son congruentes.

2. Dadas dos cuerdas, la que dista menos del centro es mayor.

Teorema 77.

En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes:

1. Dos angulos al centro son congruentes si y solo si sub-tienden arcos
principales congruentes.

2. Si los angulos al centro no son congruentes, el arco principal sub-
tendido por el angulo al centro mayor, es mayor. Reciprocamente, si
el arco principal es mayor entonces el angulo al centro es mayor.
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Figura 24.

Demostracion. (Ver Figura 24. ) La parte 1. se deja como ejercicio.

2. Supongamos que AOB < C CO'D D, entonces por la deﬁnlclon de <, ex1ste
una semirrecta O' A’ - IntC’O’D con A’ € C’(O’ r) tal que / AOD = AOB
luego por 1. AB A’D y por tanto A’ € IntCD. Luego A’D < CD y por
tanto AB < CD. [ ]

El reciproco se deja como ejercicio.

Teorema 78.

En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes:

1. Dos cuerdas son congruentes si y solo si sub-tienden arcos principales
congruentes.

2. Si las cuerdas no son congruentes, la mayor de las cuerdas sub-tiende
el mayor arco principal. Reciprocamente, el mayor arco principal sub-
tiende mayor cuerda.

Demostracion. (Ver Figura 25. ) La parte 1. se deja como ejercicio.
2. Supongamos que AB > CD; en los AAOB y ACOD se tiene que

OA~0C, OB=~0D, AB>CD

entonces, por el criterio L-L-L en desigualdades, AOB > COD

y por el teorema anterior, AB > C'D, entendienddse que son los arcos prin-
cipales. ]

El reciproco se deja como ejercicio.
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Figura 25.

Teorema 79.
Todo radio perpendicular a una cuerda, biseca la cuerda y biseca al arco

principal sub-tendido por la cuerda. Reciprocamente, todo radio que biseca
una cuerda o al arco principal sub-tendido, es perpendicular a la cuerda.

Demostracién. (Ver Figura 26.)

(0]
/$\
7 | ~N
7 ~
\// cl \\/
} B
A |
DI

Figura 26.

Sea AB una cuerda y OD un radio perpendicular a la cuerda AB en C.
Como OA = OB, entonces el AOAB es isésceles; como OC es altura en dicho
tridngulo, entonces por el teorema de las propiedades del triangulo isosceles,
OC es bisectriz ctriz y mediana en éste triangulo, luego C' es punto medlo de AB

y A0D =~ DOB y ambos son angulos al centro, por tanto AD DB [ |

Teorema 80 (Arcos entre paralelas).

Los arcos principales de una misma circunferencia, comprendidos entre rec-
tas paralelas, son congruentes.
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I

Al ERY

M
Figura 27.

Demostracién. (Ver Figura 27.) Pueden suceder los siguientes casos: 1.
que las dos rectas sean secantes. 2. que una recta sea secante y la otra sea

tangente. 3. que las dos rectas sean tangentes.
— —
1. Para este caso, supongamos que AB y C'D son secantes y paralelas; sean

AC' y BD los arcos principales comprendidos entre éstas rectas. Sea OI un
radio perpendicular a la cuerda AB y por tanto OI es perpendicular a la
—

_ <
cuerda C'D, ya que AB || CD y por teorema anterior, I es punto medio del
arco AIB y del arco CID, luego

m(AI) =m(IB),  m(CI)=m(ID)

restando m(AAC') = m(BAD), 0 sea que AC =~ BD.
— —

2. Para este caso, supongamos que CD es secante y E'F' es tangente en [
a le la mrcunferenma por lo tanto el radio OI es perpendlcular a EF y como
C’D I EF chtonces Ol LCDy por ta tanto CT 2 ID.
3. Para este caso, supongamos que EF es tangente en [/ a la la circunferencia
y GH es tangente en M al la c1rcunferen01a luego OI J_EF y OM J_GH
como EF HGH entonces O[ J_GH y por el Teorema de la unicidad de la

< —
perpendicular por un punto exterior a una recta, OI=0OM, luego I,0, M

son colineales y por lo tanto M es didmetro, esto demuestra que
IAM = IBM.

Veamos que los arcos entre rectas paralelas son principales, en efecto,
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— —
Como EF es tangente a la circunferencia en I y GH es tangente a la circun-
ferenma en My EF ||GH por lo tanto, IM es didmetro o sea que los arcos
1 BM y 1 AM son arcos principales, por lo tanto, cualquier arco comprendldo

entre estos dos arcos, son arcos principales y de aqui que AC’ DB 1 C’ ] D
etc. son arcos principales. [ |

Nota: se deja como ejercicio, mostrar que el reciproco también es cierto.

6.5. ANGULO INSCRITOY ARCO CAPAZ

Definicién 51 (Angulo Inscrito en un arco). Decimos que un angulo
esta inscrito en un arco si:

1. cada extremo del arco esta respectivamente sobre cada lado del angulo.
2. el vértice del angulo es un punto del arco distinto de los extremos del arco.

Definicién 52 (Arco capdz). El arco que acompana el dngulo inscrito, en
la definicion anterior, se le llama arco capaz.

Figura 28.

En la Figura 28. el ABC esta inscrito en el arco capaz ABC

Teorema 81 (Teorema del dngulo inscrito).

La medida de un angulo inscrito en un arco es igual a la mitad de la medida
del arco interceptado.
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Demostracion. Pueden suceder tres casos, segin la posicién del centro: 1.
El centro esta sobre uno de los lados del angulo. 2. El centro esta en el inte-
rior del angulo. 3. El centro esta en el exterior del angulo.

1. El centro esta sobre uno de los lados del angulo (Ver Figura 29.). Sea
ABC inscrito en la C(O,r)y O € BC. Veamos que m(@) = sm(AC)°
Tracemos el radio O A, por tanto el AAOB es isosceles y por el Teorema del
tridngulo isésceles, ABO =~ BAO y €cOmo AOC es angulo exterior, entonces

y=a+ =23

y siendo AOC un angulo al centro cuya medida es v entonces la medida del

arco m(AC)? = m(A/O\C)Q =7
luego
m(AB0) = Sy = sm(AC)?

2. Cuando O € Int(A/B\C’) (Ver Figura 30.).

Como O € Int(A/B\C’) entonces la semirrecta BO C Int(A/B\C’) y por
m(ABC) = m(ABO) + m(OBC) =3+~

—~

sea D € @00(0, r), por la parte 1. de este teorema, m(@) = sm(AD)
y m(ﬁB\C’) = 1m(DC) entonces
1~ 1 - - ~

m(ABC) = B+ %m([z)) Em(DC) = S(m(AD) +m(DC)) = m(AC)

3. Cuando O € Ext(@) (Se deja como ejercicio). [

Figura 29.
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Figura 30.

Corolario 26 (Arco capaz). Todos los dngulos inscritos en el mismo arco
capaz son congruentes.

Corolario 27. Todos los angulos inscritos en una semicircunferencia son
rectos.

Definicién 53 (Angulo semi-inscrito). El dngulo cuyo vértice esta so-
bre la circunferencia, uno de los lados es tangente y el otro es secante a la
circunferencia, se le llama angulo semi-inscrito.

Teorema 82 (Del dngulo semi-inscrito).

La medida del angulo semi-inscrito es igual a la mitad de la medida del arco
cuyo interior esta en el interior del angulo.

< —
Demostracién. Sea AC una recta tangente a la C(O,r) en Ay AB una

secante con B € C'(O,r). Veamos que m(B/RZ') = im(AMB).

Se pueden dar tres casos: 1. BAC es agudo. 2. BAC es obtuso. 3. BAC es
recto.

1. BAC es agudo (Ver Figura 31.)
<
Por Playfair, por B pasa l|| AC, sea D € [N C(O r)y D # B, luego por

el Teorema de arcos entre paralelas AM B = AN Dy por el T el Teorema de los
alternos internos entre paralelas CAB = ABD pero el / el ABD es un angulo

inscrito y la m(ABD) —m(AND) por lo tanto m(CAB) =1im (AMB)
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A
Figura 31.

2. BAC' es obtuso (Ver Figura 32.)
Por Playfair, por B pasa [|| /<1—C>’, sea D € INC(O,r) y D # B, luego por
el Teorema de arcos entre paralelas ANB = AM D, por lo tanto AB = AD
de aqui que el ABAD es isésceles y por el Teorema del tridangulo isésceles
ABD = @ Por otro lado, 0, por el Teorema de los alternos internos entre
paralelas HAB ~ ABD y ADB = DAC luego HAB ~ DAC y como el
angulo H HAB AB es agudo, concluimos que el DAC es agudo y como BAC es

obtuso y DAC es agudo, tienen el mismo vértice, comparten un lado y estan
en el mismo semiplano entonces

AD ¢ Int(B/fE‘)

luego
m(BAC) = m(BAD) + m(DAC) = §m(BLD) + ém(DMA) = §m(BDA)

3. BAC es recto (Se deja como ejercicio). |

Construccién basica: dado el angulo @ y el segmento de longitud a, cons-
truir el arco capaz de a y a.

Construccién. (Ver Figura 33.)Para la construccion, haremos los siguientes
pasos consecutivos.

= Sobre una recta [ fijo un punto A.

s Con centro en A y radio a trazo arco que corta a [ en B.




180 CAPITULO 6. LA CIRCUNFERENCIA

Figura 33.

= Con vértice Ay lado fﬁ trazo el angulo @, produciendo la semirrecta

ax
. PorAtraon/J_B.

——= —

= Hallo m mediatriz de AB, la cual corta a AY en O.
= Con centro en O y radio OA trazo el arco AM B, de tal manera que M
y X queden en semiplanos opuestos con respecto a [, el arco AM B es

el arco capaz de a y &

Justificacién. Como m(@) = %m(AﬁB) y por el teorema del angulo
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semi-inscrito @ = m(@) = %m(AN B) entonces
m(/m\B) =a

Teorema 83 (Angulo con el vértice en el interior de la circunfe-
rencia).

La medida de un angulo que tiene su vértice en el interior de la circunferencia
es igual a la semisuma de las medidas de los arcos comprendidos entre sus
lados y sus prolongaciones.

Demostracién. (Ver Figura 34.)

Figura 34.

Veamos que m(BAC) = = s(m (BC) + m(DE))
Sea D EAC’ NnC(O,r)y E EAB NC(O,r). Unamos C con E, por el Teorema
del dngulo exterior en el AACE se tiene que o= 0 4 € y por el Teorema del
angulo inscrito 6 = —m(ED) y €= —m(BC) luego
1, ~ 1 =~ 1 = ~

a = sm(ED) + 5m(BC) = 5(m(BC) + m(ED)) n

Teorema 84 (Angulo con el vértice en el exterior de la circunfe-
rencia).

La medida del angulo formado por dos semirrectas con origen comin en
un punto exterior a una circunferencia es igual a la semidiferencia de las
medidas de los arcos cuyos interiores estan en el interior del angulo.
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Figura 35.

Demostracién. (Ver Figura 35.)

Sea @ el angulo formado por las semirrectas f@ y B . Unamos B con D, el
angulo ¢ es exterior al AABD), entonces por el teorema del angulo exterior

6 = a+¢, luego a = § — e y por el teorema del dngulo inscrito, § = $m(BC)

y €= %m(ED), sustituyendo en la expresion anterior,

1 - 1 - 1 - -
a= §m(BC’) — im(ED) = —(m(BC) —m(ED)) [
Corolario 28. La medida del angulo formado por dos semirrectas tangentes
con origen comun en un punto exterior a una circunferencia, es igual a la
semidiferencia de las medidas de los arcos cuyos interiores estan en el interior
del angulo.

Corolario 29. La medida del angulo formado por dos semirrectas, una tan-
gente y la otra secante, con origen comin en un punto exterior a una cir-
cunferencia, es igual a la semidiferencia de las medidas de los arcos cuyos
interiores estan en el interior del angulo.

6.6. POLIGONOS INSCRITOS EN UNA CIR-
CUNFERENCIA

Definicién 54.

1. Decimos que un poligono convexo esta inscrito en una circunferencia, si
todos sus vértices estan sobre la circunferencia; de la circunferencia decimos
que esta circunscrita al poligono.
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2. Decimos que un poligono convexo esta circunscrito a una circunferencia, si
todos sus lados son tangentes a la circunferencia; de la circunferencia decimos
que esta inscrita en el poligono.

Definicién 55 (Cuadrildtero ciclico). Decimos que un cuadrilatero con-
vexo es ciclico si estd inscrito en una circunferencia.

Nota: el rectangulo y el cuadrado son ciclicos, pues el punto de intersec-
cion de sus diagonales equidista de sus vértices

Teorema 85.

Un cuadrilatero convexo ABCD es ciclico si y solo si

ACB =~ ADB, BDC = BAC, CBD=CAD, ABD = ACD.

Demostracién. (=) La demostracién se deja como ejercicio.

(<) Veamos que si: A/C’73QA/D\B, OB/D\C’%B/R’, 0@%@, 0
ABD = ACD entonces ABCD es ciclico.
Como A, B, D son tres puntos no colineales, entonces por el Teorema de
determinacion de la circunferencia (Teorema 65.), por A, B, D pasa una uni-
ca circunferencia C'(O,r); con respecto a ésta circunferencia y con el punto
C' pueden suceder tres casos: a. C' € IntC(O,r), b. C € ExtC(O,r), c.
CeC(O,r).

Veamos que los casos a. y b. producen una contradiccién (Ver Figura 36.).

Figura 36.
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—
a. C € IntC(O,r). Sea C; €eDC NC(O,r) y Cy # D, luego por la parte
1. de éste teorema , AC1D = ABD, pero por hipétesis ABD = AC'D, luego

ACD =~ AC,D.

Por otro lado, como A, C, C' son tres puntos no colineales, entonces el AAC,C

existe y por el Teorema del dangulo exterior, ACD > A/Cl\C , lo cual es absur-
do.
b. C € ExtC(O,r). Se demuestra en forma similar a a. |

Teorema 86 (Teorema de los cuadrildteros ciclicos).

Un cuadrilatero convexo es ciclico si y solo si sus angulos opuestos son
suplementarios.

A
B
(X0
D \/ c
Figura 37.

Demostracién. (Ver Figura 37.)
1. Supongamos que el cuadrilatero es ciclico, entonces por el Teorema del

angulo inscrito, m(@) = %m(BE’D) y m(@) = %m(BZD), sumando
éstas dos ultimas expresiones,

m(BAD) + m(BCD) = %m(BaD) + %m(B;lD) _

1 ~ -~ 1 1
§(m(BCD)+m(BAD)) = é(medida dela circun ferencia) = 53609 = 180°

Como la suma de los d4ngulos interiores de un cuadrildtero es 360° entonces

m(ABC) + m(ADC) = 180°.




6.6. POLIGONOS INSCRITOS EN UNA CIRCUNF. 185

2. Veamos que si m(@)%—m(@) =180° o m(@)—i—m(@) = 180°
entonces ABCD es ciclico.

Como A, B, D son tres puntos no colineales, entonces por el Teorema de
determinacion de la circunferencia (Teorema 65.), por A, B, D pasa una unica
circunferencia C'(O,r); con respecto a ésta circunferencia y con el punto
C' pueden suceder tres casos: a). C' € IntC(O,r), b). C € EztC(O,r),
c). C € C(O,r).

Veamos que los casos a). y b). producen una contradiccién (Ver Figura 38.).

A

Figura 38.

—
a). C € IntC(O,r). Sea C, €DC NC(O,r) y Cy # D, luego por la parte
1. de éste teorema , m(BC, D)+ m(BAD) = 1802, pero por hipétesis,

m(BCD) + m(BAD) = 1802,

por lo tanto m(B/C’l\D) = m(@), es decir, BC1D = BCD. Por otro lado,
como B, 4, C son tres puntos no colineales, entonces el ABC;C existe y por
el Teorema del angulo exterior, BCD > B/Cl\C’ , lo cual es absurdo.

b). C € ExtC(O,r). Se demuestra en forma similar a a). [

Teorema 87 (Recta de Simson).

Las proyecciones desde un punto de la circunferencia circunscrita a un
triangulo (distinto de los vértices del tridngulo) a los lados o sus prolon-
gaciones, son colineales.

Demostracién. (Ver Figura 39.)
Sea P un punto de la circunferencia C'(O,r) con P distinto de A, B, C'y
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Figura 39.

P e AC, sean X, Y, Z las proyecciones de P sobre los lados AB, BC' y AC
respectivamente o sobre sus prolongaciones.

Veamos que X, Y y Z son colineales.

Primero veamos que si Z — A — B , entonces B — X — C'. En efecto, como
el cuadrilatero ZPXB es, ciclico y Z y X estan en semiplanos opuestos
con respecto a la recta BP (donde BP es didmetro y BP es menor que el
didametro de C'(O,r)) y Z es exterior a la C(O,r) entonces X es interior a
la C'(O,r), porque cuando dos circunferencias se interceptan un arco de una
de ellas queda en el exterior y el otro arco queda en el interior de la otra
circunferencia y por lo tanto X € BC, es decir B — X — C.

Segundo, veamos que AYZ =XYC.
Como el cuadrilatero AY PZ es ciclico, entonces

APZ ~AYZ, (1)

y como los tridngulos rectangulos APY C'y AP X tienen hipotenusa comin,
entonces el cuadrildtero PY X C' es ciclico, y por tanto

CPX=CYX, (2)

Por otro lado, como el cuadrilatero ABCP es ciclico, entonces APC es su-
plemento de B y también, como el cuadrilatero ZPX B es ciclico, entonces
Z PX es suplemento de B, por lo tanto

APC = ZPX,  (3)
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de (1), (2) y (3) y por resta de dngulos congruentes,
ZPA=~CPX

luego
ZYA= XYC
<
como Z y X estan en semiplanos opuestos con respecto a AC'y A, Y, C son

colineales, entonces por el axioma de construccién de angulo, Z, Y, X son
colineales. [}

Teorema 88 (Teorema de Steiner-Lehmus).
Si un triangulo tiene dos bisectrices congruentes entonces el triangulo es
isosceles.

Figura 40.

Demostracién. (Ver Figura 40.)
Por hipétesis, ﬁ_es bisectriz del dngulo B y C'D es bisectriz del angulo C'
y ademas BE = CD.
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Por el axioma de construccion de angulo, existe una semirrecta C' ﬁ contenida

«— — —
en el semiplano de borde C'D y que contiene al punto A, tal que DC'F = AEB

y por el axioma de construccion de segmento, existe un punto F' € ﬁ tal
que C'F = AFE, por lo tanto ADCF = ANAEB (L-A-L), luego

m(FDC) =m(ABE) =5,  m(DFC) = m(BAE) = 2a

por esto y por el Teorema 85, el cuadrilatero ADCF es ciclico, sea S la
circunferencia que circunscribe al cuadrilatero ADCF', luego por el Teorema
del angulo inscrito

m(@\F) = m(@’) =5, m(@) = m(@) =7

Sea F'G la bisectriz del dngulo DFC y sea Al la bisectriz del dngulo BAC
y como son bisectrices de los triangulos congruentes ADCF y ANAEB, en-
tonces

FG~AI, m(IAE)=m(DFG)=a
Como el angulo CGF es exterior al AGDF , entonces por el Teorema del
angulo exterior

m(CGF) = B+ a = m(TAE) + m(EAF) = m(IAF)

Puesto que IGF y FGC forman par lineal (o sea que son suplementarios)

entonces [AF y IGF son suplementarios, por lo tanto el cuadrilatero IGF A
es ciclico; sea S’ la circunferencia que circunscribe a éste cuadrilatero y como

las cuerdas Al y FG son congruentes, entonces AI = FG, por lo tanto
AF||IG y por lo tanto el cuadrilaitero AIGF es un trapecio isdsceles, en
consecuencia los angulos de la base son congruentes o sea

B+a=3+a

luego B\ = 7 y por el teorema del triangulo isésceles, el AABC' es isésceles.

Definicién 56 (Poligono regular). Decimos que un poligono es regular si
todos sus lados y todos sus angulos son congruentes.

Teorema 89.

Todo poligono regular es ciclico.
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Figura 41.

Demostracién. (Ver Figura 41.)
Veamos que existe un punto O tal que

OA; =2 0A, = 0A; =2 0A, = ... = 0A,

Sean | y m mediatrices de A; Ay y Ay Ag respectivamente, luego, por el coro-
lario 13 y las propiedades de la mediatriz, existe O € [ N'm tal que

OA, = 0Ay, = OA;

y como Ay Ay = Ay Az (por definicién de poligono regular), entonces el
AA1OA; = ANAOAs  (por el criterio L-L-L),

luego por la definicién de triangulos congruentes y el Teorema del tridngulo
isésceles,

OA1A, =2 044, = 04y A5 = OAsA,.

Sea « la medida de todos los dngulos congruentes del poligono regular, en-
tonces

m(OA; Ay) = m(OAA;) = m(OAyAs) = m(OA3Az) = =
por lo tanto m(O/Ag\A4) =a—§ = 5 osea que O/AQ\A;; = O/AJZL y €omo

OA; 2 OAsy Ay A3 =2 A3A, entonces, por el criterio L-A-L,
ANOA A3 = NOA3A,,
luego OA; = OA,.

Similarmente se demuestra que

04, 2 04,,..., 04, =04, OA, =04, m
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Como en una circunferencia todas las cuerdas congruentes equidistan del
centro, entonces este teorema garantiza la verdad de la siguiente definicién
para un poligono regular.

Definicién 57 (Apotema). Se llama apotema de un poligono regular, a
la distancia desde el centro de la circunferencia circunscrita a cada lado del
poligono.

El siguiente corolario se deja como ejercicio.
Corolario 30. Todo poligono regular circunscribe una circunferencia.

Nota: un poligono regular de n lados lo denotamos por P,, su lado lo
denotamos por [,, su apotema por a,, y su perimetro por p,, claramente
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6.7. Ejercicios y Problemas de la circunfe-

3.

rencia

. En una circunferencia C(O, ), el didmetro AB forma con la cuerda AC

un angulo de 307; se traza una tangente en el punto C' que intercepta la
prolongacién del diametro AB en el punto D. Demostrar que el AAC'D
es isdsceles.

. Tres puntos A, B y C' de una circunferencia son tales que:

m(AAB) = 80; m(BAC') =80°.

Se unen los puntos A, B y C' al centro O. Calcular las medidas de los
angulos en O y de los angulos del triangulo ABC.

E_nuna circunferencia de centro O se trazan dos cuerdas E_% E_,
AB sub-tiende un arco de 120°. Desde el centro O se trazan ON | AB
en NyOM 1. AC en M.

a) Encontrar m(B//R?

b) Mostrar que B es bisectriz de BAC!

Sean dos circunferencias de centros O y O tangentes en A. Trazar por
el punto A, la tangente comun a esas dos circunferencias. Por un punto
P (# A) de esa tangente, trazar dos tangentes a las circunferencias O

—
y O'. Sean By C los respectivos puntos de tangencia. Las rectas BO
>

y C'O’" se cortan en un punto D. Demostrar:

a) PB = PC.

b) P,B,C y D estén sobre una misma circunferencia.
c) PD es mediatriz de BC.

Demostrar que un trapecio isésceles es ciclico y que sus diagonales se
cortan en el didametro perpendicular a las bases.

Dos circunferencias iguales de centros O y O’ se cortan en A y en B.
Por el punto A, trazamos una secante que corta a la circunferencia de
centro O en C'y a la circunferencia de centro O’ en D. Probar que el
tridngulo C'BD es isésceles.
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10.

11.

12.

13.

14.

Si se tiene un paralelogramo inscrito en una circunferencia entonces
este es un rectangulo.

. En una circunferencia con centro O se tienen dos radios OA y OB

perpendiculares entre si. En sentido contrario a las manecillas del reloj
se trazan dos cuerdas AM y BN congruentes. Probar que AM 1 BN.

Sea el AABC con AB > AC, sea P € BC'y PM1LAB, PN1AC, sea
PM =z y PN = y. Demostrar que

hy > x+vy > h,

Se tienen dos circunferencias O y O’ secantes, que se cortan en los
puntos Ay B. Por A se traza una recta secante a las dos circunferencias
que corta la circunferencia O en M y la circunferencia O’ en M'. Por B

se traza otra secante a las dos circunferencias que corta la circunferencia
O en N vy la circunferencia O’ en N’. Pruebe que M N || M'N'.

Sea AB didmetro en la circunferencia C(O,r) y sea AD ||OC, con
D,C € C(O,r). Demostrar que DC = CBy OCLDB.

En un cuadrildtero ABC'D inscrito una circunferencia la cuerda AB
sub-tiende un arco igual a % de la circunferencia; la cuerda DC un arco
igual a % de la circunferencia y la diagonal BD, un arco DAB igual a
% de la circunferencia:

a) Indicar la naturaleza del cuadrilatero ABCD.

b) Calcular los dngulos formados por las diagonales.

c) Si se prolongan los lados AD y BC, calcular el 4ngulo formado por
ellos.

En una circunferencia se traza una cuerda diametral AB y una cuerda
<

AC, tal que m4BAC = 20°, se traza una recta ZZ' tangente a la
circunferencia en D y paralela a AC. Hallar el valor de los dngulos
LADZ y m&«BDZ'.

(Rta.: 35°, 55°.)

Dos circunferencias C(O,r) y C(O’,r") son tangentes en el punto A, se
trazan dos secantes por A que cortan a C(O,r)y C(O’,r") en los puntos




6.7. EJERC. Y PROBLEMAS DE LA CIRCUNFERENCIA 193

<> <
B, B'y C, C' respectivamente. Demostrar que BC' y B'C” son parale-
las. Hacer la demostracion para los dos casos: tangentes exteriormente
y tangentes interiormente.

15. Sea AABC un tridangulo rectangulo en A, I el centro de la circunferen-
cia en la cual estd circunscrito el triangulo. Demostrar que la hipotenusa
es el lado del cuadrado inscrito en la circunferencia que pasa por los
puntos B, C, I.

16. Un tridngulo AABC estd inscrito en una circunferencia C'(O,r); se
trazan las alturas AD y BF, que se cortan en H; se prolonga AD
hasta que encuentre a C'(O,r) en M. Demostrar que HD = DM.

17. Sea M el punto medio del lado AB en el AABC vy sean AH, y BH,

alturas. Mostrar que AH; M Hj es isosceles.(Ver figura)
B

18. Por un punto A de la cuerda diametral DFE de una circunferencia, se
trazan dos cuerdas C'C’ y BB’ igualmente inclinadas sobre la cuerda
diametral, cortandola en el punto A entre O y E, con B,C' en un

<

semiplano y B’, C’ en el semiplano opuesto con respecto a DE.

a) Indicar la naturaleza del cuadrilatero BCB'C" (Justificar).
b) probar que el cuadrilatero CBOA es ciclico.

19. Demostrar que las tres alturas de un tridngulo son las bisectrices de los
angulos del triangulo determinado por los pies de dichas alturas.

20. Construir un trapecio isésceles, dadas las bases y una diagonal.
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21

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Demostrar que en todo triangulo, la bisectriz se encuentra entre la
mediana y la altura trazadas desde el mismo vértice.

A, B,C, D estan sobre una circunferencia, DAB = @, demuestre:
ABCD es un trapecio isésceles.

C(O) circunferencia de centro O. D,C € C(O),AB es didmetro,
OC' || AD. Demostrar: DC=CB, OC 1 BD.

AB es didmetro de C(0),C,D € C(0).0OC 1 DB. Demostrar:
DC=CB,0C || AD.

A, B,C, D estan en C(O). /@ es bisectriz d@, I es el incentro del
triangulo AABD. Demuestre: CB = CI = CD.

Demostrar que si dos circunferencias son secantes, la recta que une
los centros es mediatriz de la cuerda determinada por los puntos de
intersecciéon de las dos circunferencias.

Demostrar que todo trapecio, inscrito en una circunferencia, es isésce-
les.

Demostrar que todo rombo, inscrito en una circunferencia, es un cua-

drado.

Demostrar que la medida del lado de un hexagono regular inscrito, es
igual al radio de la circunferencia.

Demostrar que en un cuadrilatero circunscrito a una circunferencia, la
suma- de las medidas de dos lados opuestos, es igual a la suma de las
medidas de los otros dos lados.

Se prolongan los lados opuestos de un cuadrildtero ciclico hasta cortar-
sen en los puntos M y N. Demostrar que las bisectrices de M y N son
perpendiculares.

Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos segmentos
tangentes. Los puntos de tangencia determinan dos arcos cuyas medidas
estan en la relacion de 4 a 1. Calcular:

a)la medida del angulo formado por las dos tangentes, b) la medida de
los dngulos semi-inscritos que se forman al trazar la cuerda que une los
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puntos de tangencia, c¢) la medida de los arcos sub-tendidos por las dos
tangentes y d) la medida del angulo central que se forma al trazar los
segmentos radiales a los puntos de tangencia.

(Rta.: 2)108°, b) 36°, ¢) 72° y 288°, d) 72°)

33. Seinscribe un tridngulo isésceles ABC' en un circunferencia. AB =2 AC,
B bisectriz de BAC'; X pertenece a la circunferencia. Demostrar que
AX pasa por el centro del circunferencia y que ABX es recto.

34. El triangulo AABC es isésceles con AB =2 AC y esta inscrito en una
circunferencia. X EBC’ Demuestre que X A es bisectriz de BXC.

35. Se tienen dos circunferencias exteriores y se trazan las tangentes inte-
riores a éstas. Demostrar que los segmentos de éstas tangentes deter-
minados por los puntos de tangencia son congruentes y que el punto de
interseccién de dichas tangentes y los centros de las dos circunferencias
son colineales.

36. Se tienen dos circunferencias no congruentes. Si a dichas circunferencias
se les trazan dos tangentes exteriores, demostrar que los segmentos
determinados por los puntos de tangencia son congruentes y que si se
prolongan dichas tangentes hasta que se intersecten en un punto P,
este punto es colineal con los centros de las dos circunferencias.

37. AB || CD en el trapecio ABCD. ay es bisectriz de A. BY es bisectriz
de B_>C")_(Z es blsectr£> de C. ﬁ es bisectriz de D.
DXNAY = {M}, CXNBY = {N}. Demostrar que M XNY es ciclico
y XY es didmetro de la circunferencia circunscrita a M XNY .

38. C(O,r) y C(O1,71) son dos circunferencias no congruentes, tangentes
enT.A,CeC(O,r)y B,D € C(Oy,7m1). ABNCD = {T'}. Demostrar
que AC || BD.

39. Sean C(O,r), C(O',r") secantes en A y B. Por B se traza el segmen-
to MN, con M € C(O,r) y N € C(O',r"). Demostrar que el dngulo
MAN permanece constante cuando M y N se mueven sobre las cir-
cunferencias.
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40

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Demostrar que el radio de la circunferencia inscrita en un tridangulo
rectangulo cuyos catetos miden X y Y y cuya hipotenusa mide Z,
mide: )

E(X +Y —-2).

Un rectangulo esta inscrito en una circunferencia. Por los vértices del
rectangulo se trazan tangentes a la circunferencia que se intersectan
dos a dos. Demostrar que el cuadrilatero formado por las tangentes al

intersectarse, forman un rombo.

Desde el punto medio de un arco AB se trazan dos cuerdas MC'y M D
que intersectan a AB en los puntos H y K respectivamente. Demostrar
que HK DC' es ciclico o inscriptible.

Sean t, t' y t” rectas tangentes a la circunferencia C'(O,r) en los puntos
P, Q y R respectivamente y sea {A} =tNt'y {B} =t'Nnt" sit||t",
desmostrar que AAOB es rectangulo.

—
La recta AB es secante a una circunferencia en A y B. Por el punto
B se traza la cuerda BC' 1 AB. Demostrar que el didmetro paralelo
a AB biseca al segmento cuyas extremos son C' y un punto cualquiera

<——
de la recta AB.

El triangulo AABC esta inscrito en la circunferencia de centro O. AD
es la altura correspondiente a BC'y H es el ortocentro. N, (Q, P son

los puntos medios de AH, AB y AC respectivamente. Demostrar que
OPNQ es un paralelogramo. (Trace BH,OP y OH).

Sean dos circunferencias de centros O y O’ secantes en A y B. Desde
A se trazan los didmetros AOC y AO'D. Se une C' con D. Demostrar
que CD 1. AB y que C, By D estan alineados.

Por un punto A exterior a una circunferencia de centro O, se traza una
tangente AB a la circunferencia en By se traza AO. Sobre AO se toma
AC = AB y se traza BC que corta la circunferencia en E. Probar que

EO 1 OA.

Demostrar que si las cuerdas AB y BC, trazadas en una misma cir-
cunferencia de centro O son congruentes, entonces el radio OB divide

la cuerda AC' y el arco ABC' en partes iguales respectivamente.
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49. Por los extremos A y B de un diametro de una circunferencia de centro
O, se trazan dos cuerdas paralelas AC'y BD.

a) Mostrar que esas cuerdas equidistan del centro O y por consiguiente
son congruentes.

b) Mostrar que el segmento DC' es un didmetro.

c) Cual es la naturaleza del cuadrildtero ABC'D?

50. Un triangulo isésceles ABC' (AB =2 AC) esta inscrito en una circunfe-

rencia de centro O. Las bisectrices ﬁ y ﬁ de los angulos de la base
cortan la circunferencia en D y F.
Comparar los triangulos AACF y ABAD.

51. Sea el AABC rectangulo en B, sean M, N, L los puntos medios de
la hipotenusa y los catetos respectivamente, por M, N, L se hace pasar
una circunferencia. Mostrar que el arco exterior a la hipotenusa es igual
a la diferencia de los arcos exteriores a los catetos.

52. La recta [ es secante a la C(O,r) en Ay B. Por el punto B se traza la
cuerda BC' L AB. Demostrar que el didmetro paralelo a AB biseca el
segmento cuyos extremos son C'y un punto cualquiera de la recta [.

53. Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de todas las cuerdas
que concurren en un punto que esta sobre una circunferencia dada.
Justifique.

54. Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de todas las cuerdas
de una circunferencia, paralelas a una recta dada. Justifique.

55. Hallar los dngulos de un cuadrildtero ciclico ABC'D, sabiendo que la
diagonal £ forma con los lados AB y AD &ngulos de 45° y con la
diagonal BD un angulo de 70°

56. Sea ABC'D un cuadrildtero circunscrito a la C(O,r), sea N el punto
de tangencia de la circunferencia con el lado AB, R el punto de tan-
gencia de la circunferencia con el lado BC, S el punto de tangencia
de la circunferencia con el lado CD y M el punto de tangencia de la

circunferencia con el lado DA, si m(MS) = 108°, m(SR) = 120° y
m(RN) = 45°. Hallar:
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57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

a) las medidas de los dngulos A, B,CvyD.
b) las medidas de los dngulos del cuadrilatero inscrito M N RS.

— <
Sean BA y BD rectas tangentes a la circunferencia C'(O,r) en los

_ —
puntos A, D, sea C' € BA, sea C'E tangente a la circunferencia en E.
Demostrar que BOC = DAFE.

Demostrar que una circunferencia es inscriptible en un cuadrildatero
ABCD sii la suma de las medidas de los lados opuestos son iguales, es
decir, sii AB+ CD = BC + AD. (Ayuda: suponga que AB > BC')

Construcciones con regla y compas.

Trazar una circunferencia que pase por dos puntos dados y su centro
se encuentre sobre una recta dada.

Trazar una circunferencia que tenga un radio dado, pase por un punto
dado y sea tangente a una recta dada.

Trazar una circunferencia que tenga un radio dado, pase por un punto
dado y sea tangente a otra circunferencia dada.

Trazar una circunferencia_que tenga un radio dado y sea tangente a
dos rectas dadas que se interceptan.

Trazar una circunferencia que pase por un punto y sea tangente a dos
rectas paralelas dadas.

Trazar una circunferencia que tenga un radio dado y sea tangente a
una circunferencia y a una recta dadas.

Trazar una circunferencia que tenga un radio dado y sea tangente a
dos circunferencias dadas.

Trazar una tangente a una circunferencia que sea paralela a una recta

[ dada.

Construir una circunferencia que sea tangente a una recta dada en un
punto dado sobre esta recta y pase por otro punto dado.

Construir un triangulo rectangulo, conociendo la hipotenusa y sobre
ella, el pie de la bisectriz del angulo recto.
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69. Trazar una circunferencia tangente a dos rectas no paralelas dadas y
que tenga su centro sobre una recta dada secante a las dos primeras y
que no pase por el punto de interseccién de ellas dos.

70. Construir un tridngulo dados:
a) a, a, mg. b)a, o, hy. ¢) hg, mg, .

71. Trazar las tangentes exteriores y las interiores a dos circunferencias
exteriores.

72. Construir una circunferencia tangente a tres rectas dadas (dos casos:
cuando las tres rectas son secantes y cuando dos de las rectas son
paralelas).

73. Dada la C(O,r) y dado A € [, construir una circunferencia que sea
tangente a la C'(O,r), tenga el centro sobre [ y pase por A.
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CAPITULO 7
SEMEJANZA

7.1. INTRODUCCION

Definicién 58. a. Razdn: se llama razon, al cociente de dos cantidades,
. . . a
expresadas en la misma magnitud, por ejemplo ¢ .

b. Proporcién: se llama proporcion a la igualdad de dos razones. Por
ejemplo § = 5, a los términos a y d se les llama extremos y los términos
b y ¢ se les llama medios, al término d se le llama cuarta proporcional
entre a, b y ¢ en este orden.

En algunos textos de geometria se utiliza la notacién de proporcién ast:
a:b=c:dqueselee “aesabcomocesad’

Propiedades de las proporciones:

1. Si%zgentonceswd:b-c
2. 8513 =25y ¢==<entoncesd=e
e ¢ b_dya_ b ,d__c
3.Slb—dentoncesa—coc—dob—a
4. Si ¢ = < entonces b = td o afb — cHd
b d b d a
ra _C atb __ a—b atb __ ct+d
5. Slb—d entonces - = ¢=; 0 o5 = o5
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6. Si‘;—;:Z—j:‘b‘—::...:‘g—:en’conces
a1 Gy az 7a_n7a1—|—a27 7a1—|—a2—|—...+an
by by b3 " b, bi+by  bi+by+...+0b,
7. Si b es una magnitud tal que § = %, entonces decimos que b es media

proporcional entre a v d o lo que es lo mismo: b es media proporcional
entre a y d si y solo si b* = a - d.

7.2. PARALELISMO Y PROPORCIONALIDAD

«— oy
Definicién 59. 1. Un punto P € AB divide al segmento AB en una razon

- PA __
TSIﬁ—T.

Sir =1 entonces P es el punto medio de AB.

A P B

Figura 1.

- _ < —
2. Sean AB y CD y sean X € AB yY €CD, decimos que X eY dividen
a AB y C'D en segmentos proporcionales si

XA _yc
XB YD
A x B
C Y D
Figura 2.

El siguiente Lema, llamado el Teorema fundamental del paralelismo es en
realidad una generalizacién del Teorema de la paralela media.
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Lema 1 (Teorema fundamental del paralelismo).

Si tres o mas rectas paralelas determinan segmentos congruentes en una
secante entonces determinan segmentos congruentes sobre cualquier otra
secante.

Demostracién. (Ver Figura 3.)

A \E l
1
]
1
B ! F
L m
E
]
1
C ! G
n
F o
]
1
D : H
r
G_7
a/ \b
Figura 3.

Sean [, m,n,r cuatro rectas paralelas y a una secante que corta a estas
paralelas en A, B, C, D tales que AB = BC = CD. Sea b otra secante que
corta a las paralelas en E, F, G, H. Veamos que FF = FG = GH.

— >

Por Playfair, por F, F,G pasan EE’, FF', GG’ paralelas a a, donde

Eem, F"en, G e€r.

Por la proposicién 2., AB = EFE/, BC’ FF’ y ¢D CD = GG luego EE' =
FF' =~ GGy como los angulos FEF~FFG= G’GH por COTT¢ correspondlentes

entre paralelas y por la proposiciéon nimero 1, EEF ~ FFG = GG'H y
por el criterio A-L-A, los siguientes triangulos son congruentes:

AEE'F = AFF'G =~ AGG'H,

luego

EF=FG=GH |
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Teorema 90.

Dado un niimero entero n y dado un segmento, existen puntos en el interior
del segmento que lo dividen en n segmentos congruentes.

o~

|
|
|
| |
. ‘ .
Al AZ An—l An
Figura 4.

Demostracién. (Ver Figura 4.)
Sea AB un segmento y n un nimero entero, veamos que existen puntos P

que dividen al segmento en n segmentos congruentes. Sea | una semirrecta
—

cualesquiera, con origen en A tal que [ no esté contenida en la recta AB.
Sobre la semirrecta [, por el Axioma de continuidad de Arquimedes, existen
puntos Ay, As, ..., A,_1, A, tales que

AAL =2 AjA =LA A,

Por Playfair, por A;, A, ..., A,_1 pasan paralelas a A, B, las cuales se in-
tersectan con AB en Py, Ps, ..., P,_1, entonces por el lema anterior
AP =2 PP >=...P, 1B [ |

Definicién 60 (Segmentos conmensurables e inconmensurables). De-
cimos que un segmento es conmensurable si su medida es un niimero racional
v decimos que un segmento es inconmensurable si su medida es un nimero
irracional.

Teorema 91 (Teorema de Tales).

Si tres o mas paralelas cortan a dos o mas secantes entonces los segmentos
que determinan en ellas son proporcionales.

Demostracién. (Ver Figura 5.)
— —

Sean AD, BE y C'F rectas paralelas que cortan las secantes a, b en los puntos
A, D,B, E,C,F respectivamente.
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B, Em
C F
———————————————— Em+1
Bm+1
a b
Figura 5.

Veamos que g—g = % o equivalentemente ﬁ—g = %
Llamemos x = ﬁ—g ey = % y veamos que T =y
Sea n un numero entero cualesquiera, entonces por el Teorema 90., existen
puntos Ay, As, ..., A,_1 que dividen al segmento AB en n segmentos con-

gruentes:

AAl = A1A2 = A2A3 = .= Anle, AB = nAA1

—
Por Playfair, por Aj, A, ..., A,_1 pasan rectas paralelas a AD que cortan
aben Dy, Dy, ....D, 1, luego por el Lema 1. (Teorema fundamental del
paralelismo), los segmentos:

DD\~ DDy~ DyDy= ... 2D, E, DE=nDD,.

Por el Axioma de Arquimedes, existen puntos By, Bs, ..., By, Bjhi1 en la
B? tales que

BB, = BBy~ BaBs 22 ... 2= By By = AA,

y C entre B, B,,.1, por tanto BB,, = mAA;.
Luego,
BB,, mAA;, m

AB  nAA, n




206 CAPITULO 7. SEMEJANZA

—
Por Playfair, por By, Bs, ..., By, By1 pasan paralelas a AD que cortan a

ﬁ en los puntos
E\,Es, ....E,, En

y por el Lema 1. (Teorema fundamental del paralelismo),

EE1 = ElEQ = E2E3 == EmEm—',-la EEm = mDD1
y F entre 'y E,,11, ya que C esta entre B y B,,.1 luego
EE, mDD;y m

DE  nDD; n

Dos casos pueden ocurrir: a.) z = 2 o b.) z > 2 (;porque no ocurre el caso
n n
r< 7).
n
a.) Si x =™ entonces

BC  m mAA,_ BB,
AB T

n  nAA,  AB

y por lo tanto BC' = BB,, y como C'y By, estan del mismo lado con respecto

a B entonces por el axioma de construccién de segmento, C' = B,,, entonces

= m _ EEn, _ EF __
F = E,, luego 7 = 52 = =% =9,

m _ BC m
b) Supongamos que T > o entonces r = AB > oy O sea que

BC m
— AA; < B 1)AA
nAA1>n y mAA; < BC < (m+1)AA

mDD, < EF < (m+1)DD,

por lo tanto
EF EF mDD; m

= = > = —.
DE nDD, nDDq n

En resumen, hemos demostrado que si z > ™ entonces y > .

De la misma manera se demuestra que si y > * entonces z > .

Hasta aqui, hemos demostrado que para todo numero racional 7, si
x > ™ entonces y > = y reciprocamente, si y > ™ entonces x > ™. En
n n n n
otras palabras, todo ntimero racional a la izquierda de x esta también a la
izquierda de y y todo ntimero racional a la izquierda de y esta a la izquierda

de z. Todo esto significa que no hay un nimero racional entre x e y, ya

Y
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que si hubiera un nimero racional entre x e y entonces estaria a la izquierda
de uno de ellos y a la derecha del otro, lo cual contradice lo demostrado; por
lo tanto x = y, es decir:

AB DFE

BC  EF
Corolario 31 (Teorema de Tales en el tridngulo). Toda recta paralela
a un lado de un triangulo y que corte a los otros dos lados, divide a estos
lados en segmentos proporcionales.

A

E \
B C

Figura 6.
Lo que afirma este corolario es que si EF||BC entonces % = ;—é; por
las propiedades de las fracciones
FA+EB FA+FC EA FA
EB ~ FC ' AE+EB AF+FC

luego
AB  AC AB AC

EB  FC Y AE  AF

esto demuestra el siguiente corolario.

Corolario 32. Dos lados de un triangulo son proporcionales a los segmentos
que en ellos determina cualquier recta paralela al tercer lado.

El siguiente teorema es el reciproco del Corolario 31

Teorema 92 (Reciproco del Teorema de Tales en el tridngulo).

Si una recta intercepta dos lados de un triangulo en segmentos proporcio-
nales entonces la recta es paralela al tercer lado del triangulo.
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Figura 7.

Demostracién. (Ver Figura 7.)

Sea el AABC' y [ una recta tal que
— — AE AF
INAB ={E}, INAC ={F}, B~ FC

Por Playfair, por E pasa I'||BC la cual intercepta a AC en F”, entonces por
el Corolario 31 (Teorema de Tales en el tridngulo), se tiene:

AE - AF'
EB  F'C
luego ?—g = ?,FC,, y por las propiedades de las fracciones % = ZIFC, 0 sea que

FC+ AF _ F'C+ AF'

AF AF'
que es lo mismo que
AC  AC
AF  AF'

luego AF = AF' y por tanto AF =2 AF" y como F, F’ estén del mismo lado
con respecto a A entonces por el axioma de construccion de segmento F'=F
y por lo tanto EF'||BC. [

En forma similar se demuestran los siguientes reciprocos:

Corolario 33 (Reciproco del Corolario 32). Si dos lados de un triangulo
son proporcionales a los segmentos que en ella determina una recta que inter-
cepta los dos lados, entonces la recta es paralela al tercer lado del triangulo.
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A

Figura 8.

Lo que afirma este corolario es que si en el AABC (Ver Figura 8.)

AB AC ., AB AC
AE _AF ° EB” FC

entonces EF||BC

Teorema 93 (Propiedades métricas de la bisectriz de un tridngulo).

La bisectriz de un angulo de un triangulo divide al lado opuesto en segmen-
tos proporcionales a los otros dos lados.

Demostracién. (Ver Figura 9.)
Sea AV bisectriz de A en el AABC con V € IntBC. Veamos que % = ﬁ—g.
R >
Por Playfair, por C' pasa l||AV; sea {D} = IN BA, luego por alternos
internos entre paralelas, VAC = ACD y por correspondientes entre pa-
ralelas, BAV = ADC, pero como AV es bisectriz por hipétesis, entonces
BAV =2V AC, luego
ADC = ACD
y por el teorema del tridngulo isosceles, se tiene que AADC' es isosceles y

por lo tanto -
AD = AC.

Por el corolario 32 (Teorema de Tales en el tridngulo),

VB AB
VC  AD’
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Figura 9.
luego
VB . AB -
VO ACT

Teorema 94 (Reciproco del teorema anterior).
Si una recta que pasa por el vértice de un triangulo divide al lado opuesto

en segmentos proporcionales a los otros dos lados, entonces esta recta es
bisectriz del angulo ubicado en el vértice por donde pasa la recta.

Demostracién. (Ver Figura 10.)
— _
Supongamos que en el AABC se tiene que AV con V' € IntBC, tal que

% = ﬁ—g. Veamos que AV es bisectriz de A. .
Por Playfair, por C pasa [||AV; sea {D} = IN BA.
as pero por hipotesis

Como [ HW, entonces por el corolario 32, % =28
VB AB
Ve AC
AB _ AB

entonces
AC ~ AD
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Figura 10.

~ AC,

por las propiedades de las fracciones AD = AC o sea que AD

v .

por lo tanto el AADC es isésceles y por el Teorema del tridngulo isosceles

ADC = ACD. .

Por otro lado, por alternos 1nternos entre paralelas VAC = ACD y por
[ |

correspond1entes entre paralelas, BAV = ADC.
Luego BAV = VAC’ luego AV es bisectriz de A.
Teorema 95 (Propiedades métricas de la bisectriz exterior de un

tridngulo).
La bisectriz de un angulo exterior de un triangulo, que no sea paralela al lado
opuesto, divide exteriormente al lado opuesto en segmentos proporcionales

a los otros dos lados.

V'B _ AB
B — C —V'. Veamos que Ve = 4c-
= IN BA, luego por alternos

Por Playfair, por C' pasa I||AV’; sea {D}

Demostracién. (Ver Figura 11.)
Sea AV’ bisectriz del angulo exterior EAC en el AABC con V! €BC y
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Figura 11.

internos entre paralelas, V'AC = ACD y por correspondientes entre pa-
ralelas, EAV =~ @, pero como AV’ es bisectriz por hipétesis, entonces
CAV = m, luego

ADC =~ ACD

y por el teorema del tridngulo isdsceles, se tiene que AADC' es isosceles y
por lo tanto

AD =~ AC.

Por el corolario 32 (Teorema de Tales en el tridngulo),

VB _AB
V'C AD’
luego
V'B  AB -
ViIC  ACT

El reciproco de este teorema se deja como ejercicio.

Teorema 96 (Reciproco del Teorema anterior).

Una recta que pase por el vértice de un triangulo y divida la prolongacion del
lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos lados del triangulo,
es bisectriz del angulo exterior ubicado en este vértice.
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Definicién 61 (Divisién arménica). Si A y B son dos puntos distintos y

_ — _
C € IntAB y D €AB pero D ¢ AB, decimos que C, D dividen armdnica-
mente a AB si

CA DA
CB DB

A c B ___D
Figura 12.

A los puntos C'y D se les llama los conjugados arménicos con respecto a
Ay B.
Los puntos A, B, C, D en este orden, se dice que forman una division arméni-
ca.
También, de acuerdo a la definicién, podemos afirmar que A y B son conju-
gados arménicos con respecto a C'D.

Por los teoremas 93 y 95 y por la definicién de conjugado armonico,
podemos afirmar el siguiente teorema.

Teorema 97.
La bisectriz de un angulo de un triangulo y la bisectriz del angulo exterior
adyacente, dividen al lado opuesto arménicamente.

Nota: de acuerdo a los teoremas anteriores, el lugar geométrico de los puntos
A tales que la razén de las distancias a dos puntos fijos B y C sea una
constante k, es una circunferencia de didmetro VV’, donde V,V’ son los
conjugado arménicos de BC con razén k.

7.3. SEMEJANZA DE POLIGONOS

Definicién 62 (Poligonos semejantes). Decimos que dos poligonos son
semejantes con razon de semejanza r, si se puede establecer una correspon-
dencia entre sus lados y sus angulos de tal manera que:

1. Los lados correspondientes son proporcionales. A estos lados también
los llamaremos lados homdlogos. La razon r entre los lados homdlogos la
llamamos razén de semejanza.

2. Los angulos correspondientes son congruentes. A los angulos correspon-
dientes congruentes, también se les llama angulos homdlogos.
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Definicién 63 (Poligonos congruentes). Decimos que dos poligonos se-
mejantes, son congruentes si su razon de semejanza r = 1.

Teorema 98.
Dos poligonos semejantes son congruentes si un lado de uno de ellos es

congruente con su homdélogo.

En particular, para los triangulos tenemos la siguiente definicion.

Definicién 64 (Tridngulos semejantes). Decimos que el AABC' es seme-
jante al NA'B'C’, lo cual denotamos asi NAABC ~ ANA'B'C’, si:

AB _ BC _ AC T BT Al
Ao - ae ) AFA BED 0 ()
A

A’

B cC B C

Figura 13.

En este caso decimos que los vértices Ay A', By B, C y (', los lados
AB y A'B', AC y A'C'", BC'y B'C" y los angulos A y A’ B y B’ C y c’
son homélogos o correspondientes.

Nota: 1. Con los teoremas que haremos més adelante, mostraremos que (*)
implica (**) y reciprocamente, (**) implica (*).

2. Por las propiedades de las fracciones, se puede demostrar que si dos
tridngulos son semejantes, entonces sus lados son entre si como sus perime-
tros, es decir, si AABC ~ AA'B'C" entonces

| =
| <
o
i

donde p = a + b+ ¢ =perimetro del AABC, p' = da' + 1V + ¢ =perimetro del
ANA'B'C" y r es la razén de semejanza.
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3. La relacion de semejanza entre poligonos es una relacién de equivalencia,
es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva (Ejercicio).

A continuacién veremos tres criterios de semejanza de tridngulos.

Teorema 99 (Primer criterio de semejanza: Angulo-Angulo (A-A)).

Si dos angulos de un triangulo son congruentes con dos angulos de otro
triangulo, entonces los dos triangulos son semejantes.

A

A A
B \F cC B ol

Figura 14.

Demostracién. (Ver Flgura 14. ) Supongamos que en los triangulos AABC

y AA'B'C’ se tiene que B = B’ = C” entonces por el teorema de la suma
de los dngulos interiores de un triangulo, A~ A

Por el axioma de construccion de segmento, existe un punto D € /@ y

E e B tales que AD =2 A'B'y AE =2 A'C’; unamos D con E, entonces
por e el cr1ter10 L-A-L, el AADE =~ ANA'B'C’, por lo tanto DE = B'(C,

ADE = B’ pero por hipétesis B =~ B por lo tanto ADE ~ B y por el
teorema de alternos internos (Teorema 31), DE||BC y por el corolario 32,

AB AC AB  AC )
AD  AE’ A'B  AC

— —
Por Playfair, por D pasa l|| AC, sea {F'} = N BC y por la proposicién
numero 2, DE = FC y como DE = B'C" entonces FC = B'C’; por otro
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lado, por el corolario 32,

AB _ BC AB _ BC
AD  FC’ A'B" B'C'

de (%), (*%)

AB AC BC

A'B’ = A'CY = B/C/’
hemos mostrado que los tres pares de angulos son congruentes y los tres pares
de lados respectivos son proporcionales, por lo tanto

NABC ~ NA'B'C’ |
Se deja como ejercicio los siguientes corolarios.

Corolario 34 (Paralela a un lado de un tridngulo). Una paralela a un
lado de un triangulo determina otro triangulo semejante al primero.

Corolario 35. Si dos triangulos rectangulos tienen un par de angulos agudos
respectivamente congruentes, entonces son semejantes.

Corolario 36. Si dos triangulos tienen sus lados respectivamente paralelos o
respectivamente perpendiculares, entonces los dos triangulos son semejantes.

Corolario 37. Las alturas y las bisectrices homdlogas de dos triangulos
semejantes estan en la misma razoén que sus lados homologos.

Corolario 38. Dos triangulos isésceles son semejantes si tienen un par de
angulos congruentes.

Corolario 39. Todos los triangulos equilateros son semejantes.

Teorema 100 (Segundo criterio de semejanza: P-A-P).

Si un angulo de un triangulo es congruente con otro angulo de otro triangulo
v los lados que comprenden al angulo en el primer triangulo son respecti-
vamente proporcionales a los lados que comprende al angulo en el segundo
triangulo, entonces los dos triangulos son semejantes.
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A

A7

C B’ C’

Figura 15.

Demostracién. (Ver figura 15.) Tomemos por hipdtesis que Az A y

42 = 45 Veamos que AABC ~ AA'B'C'.

Por el axioma de construccién de segmento, existen D € zﬁ y B e 1@
tales que AD = A'B’y AE = A'C’, por lo tanto, por el criterio L-A-L,
NADE = NA'B'C'.

AB AC AB _ AC

Por otro lado, como 2 = o entonces 45 = 4%

(reciproco del corolario 32),

y por el corolario 33

DE|[BC
Por lo tanto, por el corolario 34, AADE ~ ANABC'y por transitividad
NABC ~ NA'B'C’ |

Corolario 40. Dos triangulos rectangulos son semejantes si sus catetos son
respectivamente proporcionales.

Corolario 41. Las medianas homélogas de dos triangulos semejantes, estan
en la misma razon que sus lados homdélogos.

Teorema 101 (Tercer criterio de semejanza:P-P-P).

Si los tres lados de un triangulo son respectivamente proporcionales a los
tres lados de otro triangulo, entonces los dos triangulos son semejantes.

Demostracién. (Ver Figura 16.) Tomemos por hipétesis que

AB _ AC_ BC
AB ~ AC' T BC
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A7

C B’ C’

Figura 16.

Por el axioma de construccion de segmento, existen D € zﬁ y E e 1@ tales
que AD =2 A'B'y AE = A'C", sustituyendo en (*),

AB AC
AD AE

y por el corolario 33 (reciproco del corolario 32),

DE|[BC

Por lo tanto, por el corolario 34, AADE ~ AABC, de esta semejanza se
concluye que

AB_BO. . AB _BC (o)
AD DE qu B ’

A'B"  DE
pero por hipdtesis

AB BC
ap - mo *rY
de (**) y (***) y por las propiedades de las fracciones: DE = B'C" o sea que

DE = B'C’

y por lo tanto, por el tercer criterio de congruencia de triangulos L-L-L:

NADE = NA'B'C" y como AADE ~ ANABC, entonces por transitividad,
NABC ~ NA'B'C". [

Corolario 42. Si las bases de dos triangulos isésceles son entre si como sus
otros lados, entonces los triangulos son semejantes.
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7.4. SEMEJANZA EN EL TRIANGULO
RECTANGULO

Los resultados de aplicar los conceptos de semejanza al triangulo rectangu-
lo son de mucha importancia, pues obtendremos el teorema de Pitagoras y
aplicaciones al tridngulo y a los cuadrildteros, a las areas, etc.

Definicién 65. a. La proyeccion ortogonal de un punto exterior a una
recta, es el punto de interseccion de una recta perpendicular desde el
punto a la recta.

b. La proyeccion ortogonal de un segmento sobre una recta es el segmen-
to determinado por las proyecciones ortogonales de los extremos del
segmento sobre la recta.

B
P
: 1%/1:
| [
: 9 : 9 : 9
$P ] iA éB
|
v
Figura 17.

En la Figura 17.; 1a pro;/eccién ortogOIlab_l_> del punto P sobre la recta [ es
el punto P', yaquel L PP'y {P'} =lNPP".

La proyeccién ortogonal del segmento AB sobre la recta [ es el segmento
A’B’, donde A’ y B’ son las proyecciones ortogonales sobre [ de A y B
respectivamente.
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Teorema 102 (Proporcionalidad en el tridngulo rectidngulo).

Si en un triangulo rectangulo se traza la altura correspondiente a la hipo-
tenusa, entonces:

a. Los dos nuevos triangulos que resultan, son semejantes entre si y se-
mejantes al triangulo original.

b. La altura es media proporcional entre los segmentos que ella determina
sobre la hipotenusa.

c. Cada cateto es media proporcional entre la hipotenusa y la proyeccion
del cateto sobre la hipotenusa.

C

|

|

|

:

|

0
D
Figura 18.

Demostracién. (Ver Figura 18.)

a. Sabemos por el corolario 35, que si dos triangulos rectangulos tienen un
angulo agudo congruente, entonces los dos tridngulos son semejantes,
por lo tanto

NADC ~ NABC, ACDB ~ ANABC
y por transitividad

NADC ~ ANABC ~ ACDB

b. Como AADC ~ ANCDB'y CAD =~ DCB y ACD = CBD entonces la
relacion entre los lados homodlogos del AADC' con los lados homélogos

del ACDB es
AADC  AD AC  DC

ANCDB" CD CB DB
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luego CD? = AD - DB o sea que CD es media proporcional entre AD
y DB.

c. Como AADC ~ ANABC' y ACD =~ COBA y el angulo A es comun,
entonces la relacién entre los lados homélogos del AADC' con los lados
homologos del AABC' es

ANADC  AD AC  DC
AABC =~ AC  AB CB

luego AC? = AD - AB o sea que AC es media proporcional entre AD
y AB.

Como ACDB ~ NABC, BCD ~ CAB y el dngulo B es comun, se
demuestra en forma similar que

CB? = AB- DB
0 sea que CB es media proporcional entre AB y DB. |

Teorema 103 (Teorema de Pitagoras).

El cuadrado de la medida de la hipotenusa en un triangulo rectangulo es
igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos.

C

|

|

|

|

|

:

|

0
D
Figura 19.

Demostracién. (Ver Figura 19.) Sea AABC un tridangulo rectdangulo en
C y sea CD la altura relativa a la hipotenusa, entonces por la parte c. del
anterior teorema:

AC? = AD - AB, CB*>= AB-DB
y sumando estas dos expresiones, tenemos

AC?*+CB*=AD-AB+AB-DB = AB(AD+DB) = AB-AB = AB*> I
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Teorema 104 (Reciproco del teorema de Pitigoras).

Si en un triangulo el cuadrado de la medida de un lado es igual a la suma
de los cuadrados de las medidas de los otros dos lados, entonces el triangulo
es rectangulo.

A,

o z
B C B’ C’

Figura 20.

Demostracién. (Ver Figura 20.) Sea el AABC tal que AC?* = AB? +
BC?. Veamos que el AABC es rectangulo en B. Para ello, construyamos un
triangulo AA’B'C’ rectangulo en B’; asi : en una recta [ fijo un punto B,
por el axioma de construccién de segmento, existe un punto C’ en una de las
semirrectas determinadas por B’ en [, tal que B'C' = BC'; por el teorema de
la perpendicular por un punto de una recta, por B’ pasa m L [, por el axioma
de construccién de segmento, existe un punto A’ en una de las semirrectas
determinadas por B’ en m, tal que B’A’ = BA, por lo tanto el AA’B'C" es
rectangulo en B’. Por el teorema de Pitdgoras

A/C/2 — A/B/2 + B/C/2-
Pero por hipétesis AC? = AB? 4+ BC?, luego A'C"? = AC? y por tanto
AC = AC
En los triangulos AABC' y ANA'B'C" se tiene:
AC = A'C, AB = A'B, BC = B'C’

luego, por el criterio L-L-L, se tiene que

AABC 2 NA'B'C’
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luego ABC =~ AB/C/ y como ATBIC" es recto, entonces AABC es rectangulo
en B. [

7.5. APLICACIONES DEL TEOREMA DE
PITAGORAS

Con los siguientes teoremas se demuestra la ley de cosenos en trigono-
metria.

Teorema 105 (Ley de cosenos).

a. En un triangulo obtusangulo, el cuadrado de la medida del lado opues-
to al angulo obtuso es igual a la suma de los cuadrados de las medidas
de los otros dos lados, mas el doble producto de la medida de uno de
estos lados por la proyeccion del otro sobre él.

b. En un triangulo cualquiera, el cuadrado de la medida del lado opuesto
al angulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de las medidas
de los otros dos lados, menos el doble producto de la medida de uno
de estos lados por la proyeccion del otro sobre él.

Demostracién. a.) (Ver Figura 21.(a)) Supongamos que en el AABC' el

— . _ — A

angulo ABC' es obtuso y sea BH la proyeccién de AB sobre BC'y sea BH,
—

la proyeccién de BC sobre AB, por el Teorema 36, H—B—C'y A— B — Hy;
veamos que

AC* = AB*+ BC*+2-BC-BH y AC?=AB*+BC?+2-AB-BH,

Demostremos la primera expresion, la otra se hace en forma similar.
Por el teorema de Pitdgoras en el AAHB se tiene

AB* = AH?> + HB* (%)
Por el teorema de Pitdgoras en el AAHC' se tiene

AC? = AH? + HC?  (*%)
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(a) (b)

Figura 21.
restando (**) y (¥): AC?*— AB? = HC?*— HB? _(*%x), pero como H—B—C,
entonces HC' = HB + BC'y sustituyendo en (***) y despejando

AC? = AB? + (HB + BC)? — HB?
= AB*+ HB*+ BC?+2-HB- BC — HB?
= AB*+ BC*+2-BC-HB

b.) (Ver Figura 21.(b)). Supongamos que en el AABC el dngulo ABC es
— _ s S
agudo y sea BH la proyecciéon de AB sobre BC'y sea BH; la proyeccion de
<
BC sobre AB, por el Teorema 36, B— H — C'y B — H; — A; veamos que

AC* = AB?*4+ BC*—-2-BC-BH y AC?*=AB*+ BC?—-2-AB-BH,

Demostremos la primera expresion, la otra se hace en forma similar.
Por el teorema de Pitdgoras en el AAH B se tiene

AB* = AH* + HB*> (%)
Por el teorema de Pitdgoras en el AAHC se tiene

AC?* = AH? + HC?  (*%)
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restando (**) y (*): AC?—AB? = HC?—~ HB? (xxx), pero como B—H —C,
entonces HC' = BC' — HB y sustituyendo en (***) y despejando

AC? = AB* + (BC — HB)* — HB?
= AB>+ BC*+ HB?>-2-BC -HB — HB?
— AB>+ BC?—-2.-BC-HB [

Teorema 106 (Teorema de Stewart).
En el NAABC, D € IntBC. Si BD =m, DC =n, AD = d, entonces

d*a = b*m + *n — amn

Figura 22.

Demostracién. (Ver Figura 22.) Sea D € BC en el AABC, sea DH la
<

proyeccién de AD sobre BC'; con el ADB pueden suceder tres casos: i. que
sea obtuso, ii. que sea recto, iii. que sea agudo.

Mostremos el primer caso, los otros casos son similares.

Como ADB es obtuso, entonces por el Teorema 36 B — D — H y ADC es
agudo y BD + DC = BC; por el teorema anterior (ley de cosenos) en el
AADB y en el AADC:

AB?* = AD?>+ BD*+2-BD-DH (%)

AC? = AD?> + DC?>—-2-DC -DH (%)
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multiplicando (*) por DC'y (**) por BD y luego sumando:

AB?*.DC + AC? - BD = AD? - (DC + BD) + BD*- DC + DC?* - BD
= AD?- BC + BD - DC(DC + BD)
= AD?. BC + BD - DC - BC

luego AD? - BC' = AB? - DC + AC? - BD — BD - DC - BC es decir,
d*a = b*m + *n — amn. [ ]

Teorema 107.
a.) La suma de los cuadrados de las medidas de dos lados de un tridngulo

es igual a dos veces el cuadrado de la medida de la mediana del tercer lado
mas la mitad del cuadrado de la medida del tercer lado.

b.) La diferencia de los cuadrados de las medidas de dos lados de un triangulo
es igual a dos veces el producto de la medida del tercer lado por la proyeccion
de la mediana correspondiente a este lado.

Figura 23.

Demostracién. (Ver Figura 23.) En el AABC, sea M el punto medio de
BC, m, la mediana relativa al lado BC' y M H la proyeccion de la mediana

AM = m, sobre R’, supongamos que AB > AC. Con el angulo AMB
pueden suceder tres casos: i. es obtuso, ii. es recto, iii. es agudo.

Tomemos el caso i. y veamos que

a) A+ =2-m2+ 1a?

b.)c?—0*=2-a-MH.
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En efecto, como AMB es obtuso entonces AMC es agudo, luego por el
teorema de la ley de cosenos en el AAMB y en el AAMC:"

AB* = AM? + BM* +2-BM - MH (%)

AC? = AM? + MC? —2- MC - MH (%)

sumando (*) y (**) y teniendo en cuenta que M es punto medio, o sea que
MB = MC, entonces

AB?* + AC* =2- AM? + BM* + MC?

2o (5 s ()

BC\?2 1
_ 9. 2 BYNT 5. 2., Lo
=2-AM +2< 5 ) 2-AM +ZBC

L

02+b2:2-m2+§-a

restando (*) y (**) y teniendo en cuenta que M es punto medio, o sea que
MB = MC,:

AB?> — AC?*=4-MB-MH
BC

:4(7>~MH:2-BC-MH

A—vV¥=2-a-MH [

Teorema 108 (Altura en funcién de los lados).

En un AABC' cuyos lados miden: BC' = a, AC = b, AB = ¢; las alturas
miden:

he = /oo = @)= D)o — )

N [

he= oo — a0 —Bp -0

C

a+b+c
2

donde p = =semi-perimetro.

Demostracién. (Ver Figura 24.)Sea h, = AH la altura relativa al lado BC,
con H pueden ocurrir los siguientes casos i. B— H — C,ii. B—C — H o
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Figura 24.

H-B-C,ii. H=BoH=C.

Mostremos el caso i. y supongamos que ¢ > b (ver la Figura 24.), el caso
¢ < b es similar, el caso ¢ = b se deja como ejercicio; como los tridngulos
NAHB y ANAHC son rectangulos, entonces por el teorema de Pitdgoras:

¢ = h2 + BH? (7.1)
b = h2 + CH?

Como B — H — C entonces HC' = a — BH, sustituyendo en 7.2
v’ =h2+ (a— BH)*>=h>+a*+ BH? —2aBH (7.3)
y por 7.1 en la expresién anterior
b =h2+a®>+c® —h:—2aBH =a®+¢* —2aBH

como a # 0, ya que A, B, C son tres puntos distintos no colineales, despe-
jando BH en la expresion anterior

a’>+c? —bv?
2a

2
fons <+_b)
2a

BH =

y sustituyendo en 7.1
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despejando h?

2
2 , <a2—|—02—b2> , (a2+c2—b2)2 4a2c2—(a2+c2—62)2
a :C —_ e —

e T >

por lo tanto b+ c—a =2(p — a)
Similarmente a +b—c=2(p—c¢) y a+c¢—b=2(p —b), sustituyendo en 7.4

S 2 2o L a1 (-

2a - 4a? - 4a?

~ Qac+a®+E-0)2ac—a®—A+V)  ((a+0)? =) (0 — (a—c)?)
N 4a? N 4a?
_(atc+batc—b)(b+a—c)(b—a+c)
N 4a?

(a+b+c)la+c—b)(a+b—c)(b+c—a)
= a2 (7.4)

Como p = %ﬂc entonces a + b + ¢ = 2p y también
atbt+c at+b+c—2a b+tc—a

h2

por lo tanto

he= 2ol =) =) (p— ). .

7.5.1. CONSTRUCCIONES BASICAS

1. Dividir un segmento en n segmentos congruentes, con n entero positivo.

Construccién. Para la construccion, haremos los siguientes pasos con-
secutivos (Ver Figura 25.).

e Por A trazo una semirrecta B cualesquiera, tal que A, By X
sean tres puntos distintos no colineales.

e Con centro en A y radio cualesquiera, trazo arco que corta a AX
en A;.

e Con centro en A; y el mismo radio, trazo arco que corta a /ﬁz
en Ay de tal manera que A — Ay — As; similarmente se hallan los
puntos As, ..., A,_1, A,.
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2 Cn—l
Figura 25.

e Uno A, con Bypor A, 1,A, o,...,As, A; trazo paralelas a A,B
las cuales cortan a AB en C,,_1,C,_o,...,Cs, Cy.

e AC, =0y = =(C, 1B

Justificacion. Como

y

BATL H CnflAnfl H e H ClAl

entonces por el Teorema fundamental del paralelismo (Lema 1),

AC,=CCy=---=C, 1B

2. Dividir un segmento dado en una proporcién dada §, donde p, g son
enteros positivos.

Figura 26.

Construccién. Para la construccion, haremos los siguientes pasos con-
secutivos (Ver Figura 26.).
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e Por A trazo una semirrecta ﬁ cualesquiera, tal que A, By X
sean tres puntos distintos no colineales.

e Con centro en A y radio cualesquiera, trazo arco que corta a /ﬁk
en Ap, este procedimiento lo efectiio p veces hasta completar un
segmento AP de longitud pAA;, a continuacién de este segmento
y utilizando la misma medida AA; construyo el segmento PQ de
longitud gAA; .

e Uno Q) con B y por P trazo paralela a QB la cual corta a AB en
C.

e ¢l punto C' es el punto pedido.

Justificacién. Como QB || PC, entonces por el Corolario 31 (Teorema
de Tales en el tridngulo)

CA_pads _p
CB qAA; g

3. Hallar la cuarta proporcional de tres segmentos dados: a, b, c.

Q Y

Figura 27.

Construccién. Para la construccion, haremos los siguientes pasos con-
secutivos (Ver Figura 27.).
e Trazo una semirrecta AX cualesquiera,

e Trazo una semirrecta AY cualesquiera, que no este contenida en
——
la recta AX

. —_—
e Con centro en A y radio a, trazo arco que corta a AY en P.
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—
e Con centro en P y radio b, trazo arco que corta a AY en @, tal
que A— P — Q.

e Con centro en A y radio ¢, trazo arco que corta a B en C.

e Uno P con C'y por Q trazo paralela a PC la cual corta a B en
B .

e el segmento C'B es el segmento pedido.

Justificacién. Como PC' || @B, entonces por el Corolario 31 (Teorema
de Tales en el tridngulo)

AP AC
PQ CB

O sea

a
b CB

4. Dado C € AB, hallar el conjugado arménico de C' con respecto a AB.

Figura 28.

Construccion. Para la construccion, haremos los siguientes pasos con-
secutivos (Ver Figura 28.).

e Trazo circunferencia de centro A y radio AC.

e Trazo circunferencia de centro B y radio BC'

e En la circunferencia C(4, AC), trazo un radio cualesquiera AP
no paralelo a AB.

Por B trazo, en la circunferencia C(B, BC'), el radio BQ tal que
BQ| AP




7.5. APLICACIONES DEL TEOREMA DE PITAGORAS 233

—
e Uno P con @ y prolongo hasta cortar la recta AB en D .
e cl punto D es el conjugado de C' con respecto a AB.
Justificacién. Como BQ || AP entonces AADP ~ ABDQ enton-

ces, teniendo en cuenta que AP y B(Q son radios en las respectivas
circunferencias,

AP DA
BQ DB

ca_ pA
O sea CB—DB

5. Dado AB y dada la proporcién %’, donde p, ¢ son enteros positivos. Ha-

DA _p
DB q’

llar C, D conjugados arménicos de AB tal % =

Figura 29.

Construccién. Para la construccion, haremos los siguientes pasos con-
secutivos (Ver Figura 29.).

—
e Trazo una semirrecta cualquiera A?(I que no este contenida en AB.

— —
e En el mismo semiplano, trazo la semirrecta BY tal que BYL{ﬁz
y trazo también la semirrecta B? opuesta a la semirrecta BY .

e Sobre la semirrecta B y con la misma unidad de medida «, trazo
el segmento AP tal que AP =p- «.

—
e Sobre la semirrecta BY y con la misma unidad de medida «, trazo
el segmento BQ tal que BQ = q - «.
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Sobre la semirrecta B? y con la misma unidad de medida «, trazo
el segmento BR tal que BR = q - «.

—
Uno P con @ y prolongo hasta cortar la recta AB en D .
e Uno P con R el cual corta a AB en C .

Los puntos C' y D son conjugados arménicos con respecto a AB
bajo la razén §.

Justificacién. Como AX || Y Z entonces

ANAPD ~ ABQD 'y AAPC ~ ABRC

entonces,

DA AP o sen DA p-a _p
DB BQ DB  q¢-a g
y también
CA AP o sen CA p-a p
CB BR CB q-a q
luego
CA DA
CB DB

6. Hallar la media proporcional de dos segmentos a y b dados.

Figura 30.

Construccion. Para la construccion, haremos los siguientes pasos con-
secutivos (Ver Figura 30.).

e Sobre una recta [ fijo un punto A.
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e Con centro en A y radio a trazo arco que corta a [ en B.

e Con centro en B y radio b trazo arco que corta a [ en C, tal que
A-B-C.

e Por B trazo ngk L1

e Hallo O punto medio de AC.

e Trazo semicircunferencia de centro O y radio OA, la cual corta a
sz en D.

e El segmento BD es media proporcional entre a y b.

Justificacién. Como AC es didmetro, entonces AAC D es rectangulo y
como DB es altura relativa a la hipotenusa en dicho triangulo, entonces,
por el Teorema 102 (Proporcionalidad en el tridngulo rectdngulo)

BD?*=BA-BC=a-b

es decir BD es media proporcional entre a y b.

7.6. APLICACIONES DE LA SEMEJANZA
A LA CIRCUNFERENCIA

Teorema 109 (Teorema de Tolomeo).
En un cuadrilatero ciclico; el producto de las medidas de las diagonales es
igual a la suma de los productos de las medidas de los lados opuestos.

Demostracién. (Ver Figura 31.) Por el axioma de construccién de éngulo,
existe una semirrecta A Cﬂ_@: o con F' sobre la circunferencia, tal que
DAC = @, sea {E} = AFN DB y como CAF =~ CAF entonces por el
axioma de suma (o resta) de dngulos congruentes, DAF =~ BAC

En los AADC y AAEB se tiene: DAC = BAF y DCA = ABE (por
Teorema del dngulo inscrito), entonces por el criterio A-A:

ANADC ~ NAEB

luego
AADC  AD AC  DC

AAEB°~ AE AB EB




236 CAPITULO 7. SEMEJANZA

A
Z

)

Q

Figura 31.

luego
AC-EB = DC - AB ()

En los ADAE y AABC se tiene: DAE = BAC y ADE =~ ACB (por
Teorema del dngulo inscrito), entonces por el criterio A-A:

ADAE ~ ANABC

luego
ADAE DA DE AE

AABC = AC  BC AB

luego
DA-BC =DE - AC (xx)

sumando (*) y (**):
DC-AB+ DA-BC =AC-EB+ DE-AC =AC(EB+ DE)= AC-BD

es decir,

AC-BD =a-c+b-d. |

Teorema 110.

Si dos cuerdas se interceptan en el interior de una circunferencia entonces
el producto de las medidas de los segmentos determinados por el punto de
interseccion en una de las cuerdas es igual al producto de las medidas de
los segmentos determinados en la otra cuerda.
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Figura 32.

Demostracién. (Ver Figura 32.) Sean AB y CD cuerdas tales que {X} =
ABNCDyA—X —-By(C—X—D. Enlos AAXC y ABXD se tiene
que: por opuestos por el vértice AXC = BXD y por el Teorema del dangulo
inscrito CAX =~ XDB , luego por el criterio A-A;

ANAXC = ABXD

luego

ANAXC XA AC  XC

ABXD XD BD XB
oseaque XA-XB=XC-XD
Nota: 1.) Obsérvese que si por ejemplo el punto X = A = (| es decir, los
dos segmentos se cortan sobre la circunferencia, entonces también se cumple
que XA-XB=XC-XD=0.
2.) El resultado de este teorema nos muestra que para cualquier cuerda que
pase por el punto X se cumple que X A - X B permanece constante o sea que
este producto no depende de la cuerda, sino del punto X. [ |

El siguiente teorema se deja como ejercicio, es el reciproco del teorema
anterior.

Teorema 111.
Si dos segmentos se interceptan en un punto que esta en el interior de los dos

segmentos y el producto de las medidas de los segmentos determinados por
el punto de interseccion en el primer segmento es igual al producto de las
medidas de los segmentos determinados por el punto en el segundo segmen-
to, entonces los extremos de los segmentos estan sobre una circunferencia.
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Teorema 112.
Si desde un punto X exterior a una circunferencia se trazan dos semirrectas

secantes | y m que cortan a la circunferenciaen A, B y C, D respectivamente,
entonces

XA-XB=XC-XD

Figura 33.

Demostracién. (Ver Figura 33.) Por el Teorema del angulo inscrito BAD =
BCD y el X es comun para los AXAD y AXBC entonces por el criterio
A-A

AXAD ~ AXBC
luego

AXAD XA XD AD
AXBC  XC XB BC

luego
XA-XB=XC-XD

Nota: El resultado de este teorema nos muestra que para cualquier semi-
rrecta que pase por el punto X se cumple que X A- X B permanece constante
o sea que este producto no depende de la semirrecta, sino del punto X. W

El reciproco del anterior teorema también es cierto, se deja como ejercicio.
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Teorema 113 (Reciproco).

Si desde un punto X se trazan dos semirrectas l ym y A, B son puntos de
l y C, D son puntos de m, tales que

XA-XB=XC-XD,

entonces los puntos A, B, C, D estan sobre una circunferencia.

Teorema 114.
Si desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos semirrectas,

una tangente y la otra secante, entonces el segmento entre el punto y el
punto de tangencia es media proporcional entre los segmentos determinados
entre el punto exterior y los puntos de interseccion de la secante con la
circunferencia.

Figura 34.

Demostracién. (Ver Figura 34.) Como por el teorema del dngulo semi-

inscrito el BOX = %C]\A/[B y X es comtin para los AXAC y AXBC, enton-
ces por el criterio A-A,
AXAC ~ AXBC,

luego
AXAC XA XC AC

AXBC XC XB BC

luego
XA-XB=XC -XC=XC* |
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7.7. EJE RADICAL Y SUS PROPIEDADES

Definicién 66 (Potencia de un punto con respecto a una circunfe-
rencia). La potencia de un punto X con respecto a una circunferencia
C(O,r) es el producto X A- X B, donde A y B son los puntos de interseccion
de la circunferencia con una recta que pasa por X.

Notacién: la potencia del punto X con respecto a la circunferencia
C(O,r) se denota por p,,, es decir,

Pyo=XA-XB

Nota a.) De acuerdo a los teoremas 110 y 112, todas las rectas que pasan por
el punto X tienen igual potencia, por lo tanto, la potencia depende solamente
del punto y la circunferencia.

b.) Si X es un punto exterior a la C'(O,r) y d es la distancia del punto X al
centro O de la circunferencia, entonces (ver la Figura 35.)

px;oZXA-XBZ(XO+OA)(XO—OB):(d+7~)(d_r):d2_r2

>
donde A, B son los puntos de interseccién de la recta XO con la C(O, 7).
En este caso p,, >0, ya que d >r

Figura 35.

c.) Con el punto X y la circunferencia C'(O,r) pueden suceder tres casos:
1. X € ExtC(O,r), en este caso vimos que p, , > 0, ya que d > r
2. X € IntC(O,r), en este caso py, =d> —r> <0, yaqued <r
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3. X €C(O,r), eneste casop,,, =d* —r* =0, yaque d =r

En resumen, la potencia es positiva en el exterior de la circunferencia,
negativa en el interior de la circunferencia y es cero cuando el punto esta
sobre la circunferencia.

d.) Si X = O, entonces d = 0 y por tanto p,, = d* —r> = —r?, este es el
valor minimo de la potencia, ya que d = 0 es el valor minimo de d.

e.) Por el teorema 114, la potencia de un punto exterior a una circunferencia
es igual al cuadrado de la medida del segmento tangente desde el punto X
a la circunferencia C(O,r), es decir, p,, = XT? donde T es el punto de
tangencia.

f.) La potencia de un punto interior a una circunferencia es negativa e igual al
cuadrado de la semi-cuerda perpendicular al didmetro que pasa por el punto.

C
o
A ) X |B
D
Figura 36.

(Ver Figura ﬂ) En efecto, seai_B didmetro y X € AB y sea C'D una
cuerda tal que CDNAB = {X} y ABLCD, por tanto X es punto medio de
CD, entonces

CD\?
Peo=-XA - XB=-XC-XD=-XC*=-XD*=— (T)
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Teorema 115 (Teorema del eje radical).

El lugar geométrico de los puntos de igual potencia con respecto a dos
circunferencias no concéntricas, es una recta perpendicular a la recta que
pasa por los centros.

Demostracién. (Ver Figura 37.) Sean las circunferencias C'(O,r)y C(O’, 1),
sea M el punto medio de OO’ y sea X un punto tal que p, , = p, ,, (%), sea

>
H la proyeccién de X sobre OO’, veamos que cualquiera que sea el punto
—

X con la propiedad (*), tendré como proyeccién sobre OO’ el punto H.

Figura 37.

En efecto, por la hipétesis, por la propiedad b.) hecha en la nota anterior
y por el Teorema 107 b), se tiene

pX§O - pX;O’
(X0)? — (r)* = (XO')* — (+")* por la propiedad b)
(XO)? = (XO)* = (r)* = (')?
2.-00"-MH = (r)* — (")* por el Teorema 107 b)
2 _ (12
luego MH = %

como 7, ', OO0’ son constantes y OO’ # 0, entonces M H es constante y como
M es fijo entonces H es fijo, cualquiera sea el punto X, por lo tanto los puntos
X que cumplen con la propiedad (*) estdn sobre una recta perpendicular a

00" . [
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La recta cuya existencia esta garantizada por el anterior teorema, le da-
mos el siguiente nombre:

Definicién 67 (Eje Radical). La recta cuyos puntos tienen igual potencia
con respecto a dos circunferencias, se le llama Eje Radical.

Propiedades del Eje Radical.

1. Si las dos circunferencias se interceptan, entonces el eje radical pasa
por los puntos de interseccion, ya que cada punto de interseccion tiene
potencia igual a cero con respecto a las dos circunferencias.

2. Si las dos circunferencias son tangentes, entonces el eje radical es la tan-
gente comun a ambas circunferencias, ya que la potencia en el punto de
tangencia es cero con respecto a las dos circunferencias y la tangente
comun es perpendicular a la recta que pasa por los centros de las dos
circunferencias.

3. Si las dos circunferencias son concéntricas y distintas, entonces no hay
eje radical, ya que d? — r? # (d")? — (1')?

Teorema 116 (Propiedades del Eje Radical).

a.) Las tangentes desde un punto del Eje Radical a las dos circunferen-
cias, son congruentes.

b.) Los Ejes Radicales de tres circunferencias, cuyos centros son no coli-
neales, tomados de dos en dos, son concurrentes, (este punto de con-
currencia se le llama Centro Radical).

Demostracién. a.) (ver Figura 38.) Sea X un punto del Eje Radical y sean
XT y XT, tangentes a las circunferencias C(O,r) y C(O',7') en T y Ty
respectivamente, entonces por el Teorema 114 p, . , = XT?y Pro = XT? y
como X pertenece al Eje Radical, entonces p, , = Py.or luego

XT? = XT?
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Figura 38.

luego XT = XTy, o sea que XT = XT}
b.)(ver Figura 39.) Sea [ el Eje Radical de C(O,r) y C(O',r") y sea l' el

— —

Eje Radical de C(O',7") y C(O",r") por lo tanto | LOO" y I" LO'O".

Figura 39.

Como O, 0, 0" son no colineales, entonces [ y [’ se interceptan, sea

{X}=1Inl.
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Veamos que X € [”.
En efecto, como X € [ entonces

pX;O = pX;o/ (*)

y como X € [’ entonces
Pior =Pyon  (¥%)
entonces de (*) y (**)
Pxi0 = Px.on

luego X € 1”. [ |

Observacion.

De la parte b.) del teorema anterior se concluye que:

1. Si las tres circunferencias son secantes dos a dos, entonces las cuerdas co-
munes son concurrentes.

2. Si las tres circunferencias son tangentes dos a dos, entonces las tangen-
tes comunes son concurrentes.

Con el Eje Radical se pueden hacer construcciones de circunferencias.

Ejemplo. Construir una circunferencia que pase por dos puntos y sea tan-
gente a una recta dada.
Demos el problema por construido. Supongamos que los puntos dados son

—
A, B y la recta dada es [, se presentan dos situaciones: a) AB Nl # (),
—
b) AB Nl = 0.
< >
a) St AB Nl #10, sea {X} =AB Nl # (), sea C(O,r) la circunferencia bus-
cada y sea C'(O',r") una circunferencia cualesquiera que pase por Ay B,
—

entonces AB es el Eje Radical de estas dos circunferencias, por lo tanto las
tangentes desde el punto X a las dos circunferencias son congruentes; si X7"
es la tangente a la C'(O’,7") y XT es la tangente a la circunferencia buscada
C(O,r), entonces XT = XT".

Construccion. Para la construccion, haremos los siguientes pasos consecu-
tivos (Ver Figura 40.).

= Uno A con B y prolongo hasta cortar [ en X.
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N
// N
/ \
// m \\
A o’ [
\ -7 | NN
\ - / ~
\ , / AN
\ / \
\(/ 7/ \
/7 S B /// \\
Oe / e N \
/ \
/ \
/ \
II !
\
T/ X 1T
4 "
[ ]
Figura 40.

s Trazo m la mediatriz de AB.

» Por un punto cualesquiera O de m, trazo una circunferencia que pase
por A, B.

» Desde X trazo XT” tangente a la circunferencia de centro O’
» Con centro en X y radio XT” trazo arcos que cortan a l en Ty T}.

» Las circunferencias que pasan por A, B,T y por A, B,T} son las cir-
cunferencias pedidas (dos soluciones).

< <
b) Si AB Nl = 0, luego ABJ| I. Sea C(O,r) la circunferencia buscada y sea
T el punto de tangencia entre la C(O,r) y [, por lo tanto OT' L [, pero como

— — _ — R
ABJ|| I, entonces OT L AB, luego OT es mediatriz de AB

Construccion. Para la construccién, haremos los siguientes pasos consecu-
tivos.

» Uno A con B .

» Trazo m la mediatriz de AB que corta a l en 7.
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» Trazo circunferencia que pasa por A, B, T, que es la circunferencia pe-
dida.

Ejemplo. Construir una circunferencia que pase por dos puntos y sea tan-
gente a una circunferencia dada.

Demos el problema por construido. Supongamos que los puntos dados son
A, B y la circunferencia dada es C(O',7') y sea m la mediatriz de AB, se
presentan dos casos: a) O’ ¢ m, b) O' € m

Figura 41.

a) O ¢ m; sea C(O",r") una circunferencia que pase por A, B e inter-

cepte a la circunferencia dada C'(O’,r’) en los puntos C, D, por lo tanto C(’—D)
es el Eje Radical de estas dos circunferencias, como la circunferencia bus-
cada C(O,r) y la circunferencia dada C(O’,r’) son tangentes, entonces la
tangente [ comun a estas dos circunferencias es el Eje Radical de ambas y

como O’ ¢ m, entonces [ y C<'_>D se interceptan en un punto X; como los Ejes
Radicales de tres circunferencias cuyos centros no son colineales son concu-
rrentes, entonces X es el centro radical de las tres circunferencias, luego las
tangentes desde X a las tres circunferencias son congruentes.
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Construccién. Para la construccion, haremos los siguientes pasos consecu-
tivos (Ver Figura 41.).

» Uno A con B .
s Trazo m la mediatriz de AB .

» Por un punto O” de m trazo circunferencia que pasa por A, B y que
corte a la circunferencia dada C'(O’,r’) en los puntos C, D.

<
= Uno C con D y prolongo hasta cortar AB en X.

s Desde X trazo trazo XT y X7 tangentes a la circunferencia dada

co,r).

s Las circunferencias que pasan por A, B,T y A, B, T} son las circunfe-
rencias pedidas (dos soluciones).

b) Si O' € m. Sea {T'} = m N C(O',r"), en este caso, O, T, son colineales

y por tanto T' es el punto de tangencia.

Construccién. Para la construccion, haremos los siguientes pasos consecu-
tivos.

» Uno Acon B .

» Trazo m la mediatriz de AB, la cual intercepta a la circunferencia dada

CO,r")yenT .

= Trazo circunferencia que pase por los puntos A, B, T y esta es la cir-
cunferencia pedida.
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7.8. Ejercicios y Problemas de Semejanza

1. Sea M N P A un paralelogramo dado, entonces para cualquier semirrecta
con origen en M y que corta a NP en By a AP en C se cumple que
NB - AC es constante.

B
2. En la figura, si ABD =~
DBE = FEBC, entonces
AD _ AB-BD
EC ~ BE-BC -
A C
D E
A B 3. 81 ABCD es un paralelogra-
moy MN || AB, AB = 12,
L DM =4, DE =6, KB =
M N 2K H. Hallar: a) AM, b)
K Y
e - / o DH, ¢) DC,d) KL, d) LM,
e) MN.

E

4. Sea AABC un tridngulo rectdngulo en C'y ﬁ cualquier semirrecta
con origen en By D € AC, probar que

BD® + AC? = AB® + DC?

5. Demostrar que el cuadrado de la medida de la bisectriz AE de un
angulo exterior de un AABC es igual al producto de las medidas de
los segmentos que la bisectriz determina sobre la recta que contiene al
lado opuesto, menos el producto de las medidas de los otros dos lados.
(Ayuda: siendo C(O,r) la circunferencia que circunscribe al tridngulo

—
y {D} = C(O,r)N AE, observar los ADAC' y AABE).
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Se tiene un cuadrado ABC'D de lado a. Se traza una circunferencia que
pasa por el vértice A y por los puntos medios de los lados AB y AD.
Probar que la medida de una tangente a dicha circunferencia trazada
desde el punto C' es igual a a.

Construir un tridangulo dadas las razén entre los lados ¢ y b (es decir,
dado § = %), la mediana m, y el lado a (§ = ’5’, Ma, @)

Por un punto D del lado AB de un AABC se traza DE || AC (E sobre
B(C), de tal manera que DB = ¢, CE = 2e, BE = 2AD. Calcular los
lados AB y BC' del tridangulo.

Demostrar que en un mismo triangulo las alturas son inversamente
proporcionales a sus respectivos lados.

Considere la C(O, r). Sea AB un didmetro. Se traza por B una tangente
y por A una secante cualesquiera que corta a la C(O,r) en M y a la
tangente en N. Probar que AM.AN = 4r2.

Sea AABC un tridngulo rectdngulo en A, si desde B y C se trazan
semirrectas 7 y T que bisectan los lados opuestos AC' y ABen Ny M
respectivamente y si I|[BC por A tal que n Nl = {D}ymnIl={E}
entonces

BD? + CE? = 5BC?

Sea C(O,r), se traza una cuerda CD, O el punto medio de CD, se
traza la circunferencia de centro O’ y didmetro CD, sea AB didmetro
de C(O,r) perpendicular a CD; se trazan AT y AT’ tangentes a la
C(0"), la cuerda TT' corta a AB en F. Demostrar que O’ es punto
medio de BF.

En AABC rectangulo en A la hipotenusa mide a y la altura relativa
a la hipotenusa mide h, se inscribe un cuadrado con un lado sobre la
hipotenusa. Calcular el lado del cuadrado en términos de a y h.

En una circunferencia de didmetro 40cm. , hallar la medida de la mayor
y la menor cuerda que puede trazarse por un punto situado a 12cm.
del centro. Explicar porque es la mayor y la menor.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Desde el punto medio D del lado AB del AABC, rectangulo en A, se
traza DE 1 BC, con E € BC. Demostrar la relacién

EC? — EB? = AC?

Demostrar que el cuadrado de la bisectriz de un angulo exterior de un
tridangulo es igual al producto de los segmentos que la bisectriz determi-
na en el lado opuesto menos el producto de los otros dos lados (Ayuda:
si CD es la bisectriz exterior en el AABC y C(O,r) es la circunferen-

—
cia que circunscribe al tridngulo y F' € C(O,r)() CD, demuestre que
NADC ~ AFBCQC).

En un AABC isésceles con AB = AC, se traza C'D 1 AB. Demostrar

la relacién

AB? + BC? + CA? = BD? + 2D A? + 3C D?

Si el tridangulo del ejercicio anterior fuera un tridngulo equilatero, mos-
trar que las suma de los cuadrados de las medidas de los lados es igual
a cuatro veces el cuadrado de la medida de la altura.

El AABC esta inscrito en una C'(O,r), sea E la bisectriz de A con

D e C(O,r) ysea E € BON E Mostrar que:
a) BD*> = AD.ED, b) ABED ~ NAEC.

< <
LMNT es un paralelogramo, LT = 15, LM =8, RN =12, NR1 LM,
— — __
THIMN, He MN. Hallar TH.

— . _ —
Dado el AABC, sea AN|| BC'y M punto medio de BC, sea P e NM
— < —
NABy Q eNM N AC . Demostrar que
PN QN
PM QM
Dado un AABC isésceles con CA =2 OB y la circunferencia tangente

a los lados congruentes en A y B. Desde un punto M del arco de la
circunferencia en el interior del tridngulo, se traza MD 1 AB, MF L

CBy ME 1 CA. Mostrar que
MD?=ME.MF
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sean AA’, BB’', C'(C' las alturas de un AABC); estas alturas se cortan
en el punto H. Demostrar que:

AAA'H = AC.AB, BB.B'H=PBABC, CC'.C'H=CB.C'A

Se d4 una circunferencia de centro O y didmetro AB, por un punto M
sobre la prolongacion de AB, se trazan las tangentes MN y M P a la
circunferencia, la cuerda N P corta al didametro en C. Demostrar que:

CA MA
CB MB
Demostrar que si dos tridangulos tienen sus lados respectivamente para-

lelos o respectivamente perpendiculares, entonces dichos triangulos son
semejantes.

Dado un paralelogramo ABC D, tal que: DC =32, AD = 17, AC' = 28.
Hallar DB.

Sea AABC con C'E, BD, AF bisectrices. Si CA = 32, AB =
20, CB =36. Hallar AE, CF, AD.

Demostrar que la suma de las longitudes de los catetos de un triangulo
rectangulo, no excede la longitud de la diagonal de un cuadrado cons-
truido sobre la hipotenusa del tridngulo como lado.

Demostrar que en un paralelogramo la suma de los cuadrados de los
lados es igual a la suma de los cuadrados de las diagonales.

Sea un tridngulo rectdngulo ABC' (recto en A), donde: AB = 8, AC =
15 . Calcular BC, la altura AH y los segmentos BH y HC'. Se traza
por B una paralela a AC' que corta la altura AH en I. Evaluar AH, HI
y BI.

Sobre el lado AB de un éngulo B/A\C, se toman dos puntos Dy E'y
por esos puntos se trazan dos paralelas que cortan al lado AC' en F'y

G respectivamente; se trazan FE y por el punto G, una paralela a FE
que corta a AB en H. Demostrar que AE? = AD.AH.

Dado un cuadrilatero ABCD, sea O el punto de interseccién de sus
diagonales. Por el punto O se traza una paralela a BC' que corta a AB
en E; luego se traza por O una paralela a C'D que corta a AD en F.
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33

AE AF

. Mostrar que 4= = £5 (comparar cada una de estas razones con

_ AB — AD
una 1misima razon) .

. Mostrar que EF || BD.
. Se traza OG || AB y cortando BC en G'y OH || AD, corta a DC

en H. Mostrar que CG.DH = BG.C'H.

. Demostrar que las paralelas a los lados de un triangulo ABC, trazadas
por el punto G de concurrencia de las medianas, dividen cada lado en
tres partes iguales.

— <
34. Sea ABC'D un cuadrilatero, sea F' sobre AC' y E sobre DB tales que

35

36

37.

38

39

FB||DC y EC||AB. Mostrar que AD||FE.

. El perimetro de un tridangulo mide 90 cm.. Sabiendo que las medidas
de los lados estan en la relacion 1 : 2 : 3. Calcular la medida de cada

. Demuestre que en triangulos semejantes las alturas homoélogas, las me-
dianas homologas y las bisectrices homologas son proporcionales a los
lados homologos.

A
En la figura, la C(O,x) esta inscrita en el
sector circular ABC. Si m(A/B\C’) = 60°, ha-
llar z en funcién de 7.
(Rta.: ) . 2
(@)
B C

r

. Si en un tridngulo rectangulo, X y Y son las medidas de los catetos y
Z es la medida de la altura correspondiente a la hipotenusa, demuestre

1 1 1

X2 y:T 2

. Los catetos AB y AC de un tridngulo rectdangulo AABC miden res-
pectivamente 4a y 3a. Por el punto medio M de AB se traza hacia el
exterior del tridngulo, un segmento M N perpendicular a AB e igual a
su mitad. Hallar la medida de NC.
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40.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Los lados de un tridangulo miden 10,12 y 18. Si el perimetro de un
triangulo semejante a él mide 1,200, cuales son las medidas de los lados
del segundo triangulo? Cuénto miden las tres alturas, las tres medianas
y las tres bisectrices del primer triangulo?
(Rta.: 300, 360, 540, 30v/41, 30+/176, 301/209)

B

/ 41. Si ABCD es un rectangulo de la-
dos a y 3a. Demostrar que

F E C m(BEC) = m(BFC)+m(BDC)

a1, by, ¢; son puntos medios de los lados del triangulo AABC. Demues-

tre: AABC ~ Aalblcl ~ AAClbl ~ ABClCLl 4 AC’blal
ABCD es un paralelogramo O € AC,0X 1 AD,0Y 1 AB. Demos-

0X _ AB
trar que Gy = 75

Dos circunferencias son tangentes interiormente en el punto A. Del
< >

punto A, se trazan las secantes AC'y AE. B y D pertenecen a la
circunferencia interior. C' y E pertenecen a la circunferencia exterior.

Demuestre que AABD ~ AACE.

Sea AB un didmetro en la C(O,r), por B se traza una tangente a la
circunferencia y por A se traza una secante cualquiera que intercepta
la circunferencia en M y a la tangente en N. Demostrar que

AM - AN = 4r?

Demostrar que en un trapecio el segmento paralelo a las bases que
pasa por el punto de interseccion de las diagonales, es bisecado por
dicho punto.

Dos triangulos rectdngulos son semejantes. Si los catetos homdlogos
miden a y @/, by b/ y las hipotenusas homdlogas miden ¢y ¢, demostrar
que aa’ + bb' = cc.

Sean AB y CD dos cuerdas perpendiculares de una circunferencia de
radio r y sea {X} = ABN CD. Demostar que

XA’ + XB?+ XC? + XD? = 492
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49.

50.

ol.

52.

93.

o4.

29.

96.

Las bases mayor y menor de un trapecio miden a y b respectivamente.
Por un punto de uno de los lados no paralelos se traza un segmento
paralelo a las bases. El segmento divide al lado en la relacién m : n.
Calcular la longitud del segmento.

Dado el AABC, se consideran los puntos D, E, F sobre las rectas

> > —r >

BC, AC, AB respectivamente. Si las rectas AD, BE y C'F pasan por
el centro O de la circunferencia circunscrita del AABC', cuyo radio es

R, mostrar que
1 1 1 2

AD "BE CF R
En un triangulo el punto de concurrencia de: las alturas, el de las
medianas y el de las mediatrices estan alineados (Recta de Euler ).

Demostrar que en todo tridngulo, la bisectriz se encuentra entre la
mediana y la altura trazadas desde el mismo vértice.

Las bases de un trapecio miden 20 y 12y los lados no paralelos miden
10 y 12. Calcular la medida de las diagonales y de las alturas y los lados
del triangulo que se forma al prolongar los lados no paralelos.

ABCD es un cuadrilatero. AB = a, BC' = b,CD = ¢, DA =d, CE =
EFEA=m,BF =FD =n, EF =r.
Demuestre: a® + b* + ¢+ d* = (2m)? + (2n)? + 4r2.

Sea P un punto cualesquiera en uno de los lados de un rectangulo.
Probar que la suma de las medidas de los segmentos perpendiculares
desde P a las diagonales del rectangulo es constante.

Construir un triangulo ABC', conociendo

a) BC, ABC y BN que es la altura desde B, (a, 3, hs).

b) B_C’ ,AM vy AH que son la mediana y la altura correspondientes a
BC, (a,mg, hy).

¢) BC, y la altura y la bisectriz BH y CD, (a, hy, v.).
d) BC y las alturas BH y CP, (a, hy, h,).

e) BC,AC y la altura BH, (a,b, hy).

f) BC, BAC y la mediana AM, (a, o, my).
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57.

58.
59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

g) BC, BAC y la altura BH, (a,a, hy).
h) Los pies de las tres medianas.

i) Las tres medianas: m,, mp, me.

J /@,1@ y el perimetro , (3,~,p; donde p=a + b+ ¢).

Construir un triangulo equilatero, conociendo el radio de la circunfe-
rencia inscrita.

Construir un triangulo equildtero, conociendo su perimetro.

Construir un tridngulo isésceles conociendo el perimetro y la medida
de la altura correspondiente a la base.

Construir una circunferencia que pase por dos puntos A y B y que sea
tangente a una recta [; con A y B del mismo lado con respecto a [.

a) AB ||l ,b)ABNI={P}.

Construir una circunferencia que sea tangente a dos rectas paralelas
dadas y que pase por un punto dado.

Construir una circunferencia que sea tangente a dos rectas que se cortan
y pase por un punto en el interior del angulo entre las dos rectas.

Dado un punto en el interior de una circunferencia, construir una cuerda
tal que el punto dado sea punto medio de dicha cuerda.

Sea AB didmetro de una circunferencia, A, B, M colineales con B entre
Ay M, MN tangente en N y NC' 1. AB, C entre Ay B. Mostrar que

CA MA
CB MB

—% — —_
S_egABCD un paralelogramo, AM bisectriz de DAB con M € DBy
DN bisectriz de ADC con N € AC. Probar que MN||AD.

Sea XY didmetro de la C(O,r), sean AB y A'B’ cuerdas congruentes
y M punto medio de AB y M’ punto medio de A’B’, se proyectan estas
cuerdas sobre el didmetro XY y determinan respectivamente los seg-
mentos HQ y H'Q’. Demostrar que los tridngulos AHMQ y AH'M'Q)’
son semejantes.
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67

68.

69.

70.

71.

72.
73.
74.

75.

76.

e

78.

79.

Dado un angulo XOY y un punto A en el interior de )?O\Y, trazar por

==
A una recta que corte a OX en M y a OY en N, de tal forma que A
sea punto medio de M N.

Dos circunferencias de centros O y O, y de radios diferentes son secantes

en A. Trazar por A una cuerda BC, de tal forma que A sea el punto
medio de BC. (B € C(0O)y C € C(Oy) ).

Construir un triangulo conociendo dos angulos y la suma de las medidas
de dos de sus lados.

Construir un rectdngulo ABC D conociendo AB y el dngulo AOB for-
mado por las diagonales.

Construir un tridngulo ABC, rectdngulo en A, conociendo la suma de
las medidas de los catetos y el angulo C'.

Construir un rectdangulo conociendo su perimetro y su diagonal.
Construir un trapecio conociendo sus bases y sus diagonales.
Construir un cuadrilatero conociendo sus lados y una de sus diagonales.

Construir un cuadrilatero _inscriptible conociendo BD, y AC que son
sus diagonales, el angulo A y el lado AB.

Dados dos segmentos de longitud a cm. y b cm., construir con regla y
compas:
a) un segmento de longitud ab cm., b) un segmento de longitud § cm.

Construir una circunferencia que sea tangente a dos rectas dadas y cuyo
centro esté sobre una recta dada.

Trazar una recta tangente a una circunferencia dada y paralela a una
recta dada.

Construir un triangulo conociendo:

a) Los pies E, F, D de las tres alturas.

b) Un lado BC, el dngulo opuesto « , y la suma o la diferencia de
los otros dos lados (a, a, ¢ — b), (a,a,c+b).
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¢) Un éngulo B y las alturas opuestas AD y CF. (3, ha, he).

)
d) Un éngulo 8 , la altura BE y la altura AD, (3, hy, ha).
e) Un lado BC, un 4ngulo 3 , y la mediana AD (a, 3, mg).
f) El perfmetro, un dngulo y la altura bajada desde el vértice del

angulo: (p, a, hy).
g) La altura y bisectriz bajadas del mismo vértice y el radio de la

circunferencia inscrita (ve, he, 7).

h) La altura y la mediana bajadas desde el mismo vértice y el radio
de la circunferencia circunscrita (mg, he, R).

80. Construir un triangulo conociendo:

a) Dos lados y la longitud de la bisectriz del angulo comprendido
(a,c,vp).

b) La base AB , el angulo opuesto y la suma de las medidas de los
lados que comprenden este dngulo (¢, vy, a + b).

81. Por un punto P exterior a una circunferencia trazar una secante PAB,

tal que % = 2 donde m, n son dos numeros naturales dados.




CAPITULO 8
AREAS

8.1. INTRODUCCION

AXIOMAS DE AREAS
Sea P = {p/p es un poligono simple en el plano 7}.
Definimos la funcion area A, como la funcién

A:P— RT
p = Alp)
con las siguientes propiedades (o axiomas):

1. El drea de un cuadrado de lado [ es [2.

2. Si un poligono simple se puede descomponer en n poligonos simples
P1, D2, - - -, Pn, tales que sus interiores no se intercepten, entonces

Alp) = Alp1) + A(p2) +--- + Alpn) = Z A(pi)

a esta propiedad se le llama axioma de aditividad de areas.

3. Si dos poligonos son congruentes entonces sus areas son iguales.

Notacién: dado un poligono de vértices Ay, Ao, ..., A,, denotamos su
drea por A[A1Ay--- A,

259



260 CAPITULO 8. AREAS

Definicién 68 (Area Unitaria). El drea correspondiente a un cuadrado
cuyo lado tiene por medida uno, se le llama area unitario y por tanto su area
mide uno.

Definicién 69 (Poligonos Equivalentes). Cuando dos poligonos tienen
la misma area diremos que son equivalentes.

Si p y p' son poligonos equivalentes entonces lo denotamos asi: p = p/, es
decir
p=7p siysolosi Alp| = A[p']

Nota: p=p'siysolosip~p yp=p

Teorema 117 (Area del rectangulo).
El area de un rectangulo, cuyos lados miden a y b es a -b

Demostracién. (Ver Figura 1.)

p [ a+b | Q
P1
P2
A: a :B Ps a+b
T P4
b Ps
D R
C SFigura 1.

Sea ABC'D un rectangulo tal que AB = ay BC = by sea PQRS un
cuadrado de lado a + b. Este cuadrado se puede partir en cuatro rectangulos
P1, P2, D3, P4 de lados a y b y un cuadrado ps de lado b — a, de tal manera
que sus interiores no se intersecten, como se muestra en la figura, aplicando
el axioma de aditividad de areas y el axioma del area del cuadrado, tenemos
que

A[PQRS] = (a+b)* = Alpi]+ Alpa] + Alps] + Alpa] + Alps] = 4A[p1] + (b—a)?
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es decir
(a+b)* =4A[p] + (b—a)®

a® 4+ b* 4 2ab = 4A[py] + a® + b* — 2ab
despejando Alp,] = ab [ |

Teorema 118 (Area del paralelogramo).

El area de un paralelogramo es igual al producto de la medida de uno de
sus lados por la distancia de este lado al lado opuesto.

Demostracién. (Ver Figura 2.)

A B

|

|

|

|

|

|

:

| —
D H C

Figura 2.

Sea ABC'D un paralelogramo y sea AH 1. DC, por B pasa BH' 1 DC.
Como AD = BC'y AH = BH' entonces por el criterio H-C

ANADH = ANBCH'
por lo tanto DH =2 CH' y A/AADH| = A[/ABCH'], luego
HH' =HC+CH' =HC+ DH = DC.
Por lo tanto por los axiomas 2. y 3. de areas y por el Teorema 117:

A[ABCD] = A[ANADH]| + A|[ABCH] = A|[ABCH'] + A|[ABCH]
= A[ABH'H|=HH'-HA
=DC-HA u
Nota: segin el enunciado del teorema anterior, el area de un paralelo-

gramo es igual al producto de la medida de uno de sus lados por la altura
relativa a ese lado.
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Corolario 43. Si dos paralelogramos tienen un par de lados respectivamente
congruentes y las alturas respectivas a estos lados iguales entonces los dos
paralelogramos son equivalentes.

Teorema 119 (Area del tridngulo).
El area de un triangulo es igual al semi-producto de la medida de uno de
los lados por la medida de la altura relativa a este lado.

Demostracién. (Ver Figura 3.)

Figura 3.

Por Playfair, por A pasa [ | BC vy por C pasa m || AB. Sea {D} =
INm y sea AH la altura relativa al lado BC. Por lo tanto ADCB es un
paralelogramo, por lo tanto, por el criterio L-L-L,

NABC = ANADC
o sea que A[AABC] = A|[AADC]. Pero, por el Teorema 118,
A[ADCB] = BC - AH
y por el axioma 2. de areas
A[ADCB] = A|[AABC| + A[AADC| = 2A[AABC]
luego A[AABC] = $BC - AH. |

Los siguientes corolarios se dejan como ejercicio.
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Corolario 44. Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente congruentes
v las alturas relativas a estos lados también congruentes entonces los dos
triangulos son equivalentes.

Corolario 45. Sea el AABC' y | una recta paralela a BC por A y sea X un
punto cualquiera de la recta [, entonces

A[ABXC] = A[AABC]

La Figura 4. ilustra este corolario.

Figura 4.

Corolario 46. El area de un triangulo rectangulo es igual al semi-producto
de las medidas de los catetos.

Corolario 47. El drea de un triangulo equilatero cuyos lados miden a, es
igual ¥3a?
gual >a”.

Teorema 120.
Si dos triangulos tienen un par de angulos respectivamente congruentes o

respectivamente suplementarios, entonces sus areas son entre si como como
el producto de las medidas de los lados que comprenden el angulo.

Demostracién. (Ver Figura 5.)

Sean los AABC' y ANA'B'C’ tales que B =~ B. Por el axioma de cons-

truccion de segmentos, existen D € BAy E € B? tales que BD = B'A’ y
BE = B'C', por lo tanto, por el criterio L-A-L, AABC = ABDE. Sea DH
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A?

Cc B C

Figura 5.

la altura relativa al lado BE en el ADBE y sea AH' la altura relativa al
lado BC en el AABC.

Como los ADBH y ANABH' son rectangulos y tienen un éngulo comun,
entonces

NABH' ~ ADBH

luego
BA _AH'
BD  DH

Pero

A[NABC]  1BC-AH'  BC- AR

A[ADBE]  iBE-DH BE-DH
_ BC AH' BC BA
 BE DH BE BD

BC - BA
= B/C/ . B/A/

Teorema 121 (Férmula de Herén).

El area de un triangulo, cuyos lados miden a, b, ¢ es

Vp(p—a)(p—b)(p—c)

se le llama el semi-perimetro.

donde p = %3

Demostracién. (Ver Figura 6.)
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Figura 6.

Por el Teorema 108, h, = 3\/])(]) —a)(p —b)(p — ¢), donde p = _a—l-;;—&—c’
entonces

A[AABC] = %BC AH = %a = g : 2\/p(p —a)(p-0b)p—o)
= Vplp —a)(p—b)(p - ¢) u

Teorema 122 (Area del trapecio).

El area de un trapecio es igual a la semisuma de sus bases por la altura,
donde la altura es la distancia entre los lados paralelos.

Figura 7.

—
Demostraciéon. Sea H la proyeccion de A sobre DC' y H' la proyeccién de
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C sobre ;4—B>; como AB || DC entonces AH = C'H’, por el axioma 2. de dreas
1 1
A[ABCD] = A[AACD] + A[AABC| = §DC -AH + §AB -CH'
1
:§(DC+AB)-AH [ |

Corolario 48. EIl area de un trapecio es igual al producto de la medida de
la paralela media por la distancia entre los lados paralelos. Donde la paralela
media es el segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos.

El siguiente teorema se deja como ejercicio.

Teorema 123. .
El area de un rombo es igual al semi-producto de las medidas de las diago-

nales.

Teorema 124.
Si dos triangulos son semejantes entonces la razon entre sus areas es igual

al cuadrado de su razon de semejanza.

Demostracién. (Ver Fig}l&ra 8.)

C B’

Figura 8.

Por hipétesis AABC ~ AA'B’'C’ con razén de semejanza r, es decir,

a b c

a v
Sea h, la altura relativa al lado a en el AABC'y h, la altura relativa al lado
a’ en el AA'B'C’, entonces por el corolario 37,

a b

a’zg

Cc
c

= ha, =r
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luego

A[AABC] aha _a ha _ oo m

_ 30l
A[AA/B/C/] N % -a - ha’ N a - ha’ - a

Teorema 125.
El area de un poligono regular es igual al semi-producto del perimetro por

la medida de la apotema.

Demostraciéon. Sea P, = A;A;--- A, un poligono regular de n lados,
sea a, su apotema, [, su lado y C(O,r) la circunferencia que circunscribe
al poligono, entonces los triangulos AA;OAy, AAsOA;s, ..., ANA,OA; son
isosceles y congruentes, por lo tanto,

1
'ln'an = E(nln>an = 5 Pnln,

N | —

donde p,, es el perimetro del poligono P,. [ |

Teorema 126 (Cuadratura de un poligono de n lados).
Todo poligono es equivalente a un cuadrado.

B

Figura 9.

Demostracion. La demostraciéon la haremos en dos etapas:
1.) Probaremos que todo poligono de n lados (n > 4) es equivalente a un
poligono de n — 1 lados y repitiendo este proceso n — 2 veces, llegaremos a
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un triangulo equivalente al poligono inicial.
2.) Probaremos que todo tridngulo es equivalente a un cuadrado.

1.) Sin pérdida de generalidad, supondremos que n =5y sea ABCDE el
poligono inicial.
Eliminemos por ejemplo, el vértice D de la siguiente manera (Ver Figura
9.). Trazamos la diagonal cuyos extremos son los vértices adyacentes a D, es

R - <
decir, EC', por Playfair, por D pasa [ || EC, sea {C1} = IN BC, entonces
por el corolario 45,
A[AECD] = A[AEC(CY]

y por el axioma 2. de areas

A[ABCDE|] = A[ABCE] + AJAECD] = A[ABCE]+ A[AECCY]
— A[ABC,E)

B

H
Cq

Figura 10.

Ahora eliminemos, por ejemplo el vértice A (ver Figura 10.), de la siguien-
te manera. Trazamos la diagonal cuyos extremos son los vértices adyacentes

JEE— - <
a A, es decir, EB, por Playfair, por A pasa m || EB, sea {41} = mN C1E,
entonces por el corolario 45,

A[AEBA| = A[AEBA/]
y por el axioma 2. de areas

A[ABCLE] = A[ABC,E] + A|{ABEA] = A|{ABCLE] + A[ABEA;]
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Por lo tanto AJ/ABCDE] = A|[ABC,A,]

2.) Veamos que A[ABCA;] es equivalente a un cuadrado de la lado p,
es decir, se debe cumplir que

1
p2 = A[ABClAl] = 514101 . BH,

donde BH es la altura relativa al lado A;C1, por lo tanto, p es media propor-
cional entre %Al C} vy BH. Para hallar p efectuamos el siguiente procedimiento
(ver Figura 11.): sobre una recta r fijamos un punto X, por el axioma de cons-
truccién de segmento, existe un punto Y € 7 tal que XY = A,C}, v existe
un punto Z tal que YZ = BH yv X —Y — Z. Sea M el punto medio de
XY y sea O el punto medio de MZ y sea C(O,0Z), por Y pasan L r,
sea {W} =nnNC(0,0Z) y como MZ es didmetro entonces el AMZW es
rectangulo y por las relaciones métricas en el triangulo rectangulo,

YW?=MY -YZ = %AIC& -BH

por lo tanto p = YW. [ |

Figura 11.
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8.2. LONGITUD DE LA CIRCUNFEREN-
CIA Y EL NUMERO =

Como dos poligonos regulares del mismo ntimero de lados tienen sus angu-
los congruentes y sus lados respectivos son proporcionales, entonces podemos
enunciar el siguiente teorema.

Teorema 127.

‘DOS poligonos regulares del mismo niimero de lados son semejantes.

8.2.1. Introduccion

1.) Consideremos la circunferencia C'(O,r) e inscribamos un poligono re-
gular de n lados

Py =A1Ay--- Ay,

denotemos por I, su lado, a, su apotema, p, su perimetro, A[P,] su
area; por lo tanto

DPnln  nlyay
AR = =5 2

Pn = nlna

2.) Si duplicamos el numero de lados obtenemos el poligono
P2n - AlAllAQAIQ e AnA;”

cuyos elementos notables la,, ag,, pon, A[Ps,] guardan las siguientes
relaciones con los elementos notables del poligono anterior P, (Ver
Figura 12.):

i. como OA) es bisectriz de A;OA; entonces por el teorema 78,
A1A2 - ln > AlAa - l?n'
ii. como l,, > ls, entonces por el teorema 75, a,, < asy,.

iii. por el teorema de la desigualdad triangular A; As < A A + A} A
o sea que [, < 2ly, luego nl,, < n(2ly,) = 2nly, , por lo tanto

Pn < D2on

iv. por iii. se prueba que A[P,] < A[Pay].
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M Al

Figura 12.

3. Si nuevamente duplicamos el nimero de lados, obtenemos el poligono
Ps2,, con las siguientes relaciones:

ln > l2n > l22n7 Ap < Q2n, < A22n;, Pn < Pon < P22y
A[P.] < A[Py] < A[Pyp,]

4. Podemos seguir indefinidamente este proceso, obteniéndose una suce-
sion de poligonos
By, Poy, Po2yyy .oy Poky,y .

inscritos en la circunferencia C'(O,r) con las siguientes sucesiones de
sus elementos notables:

lp > lop > o2y, > -+ loky,, > - - -

A < Aop < A2y <+ Aok, <+ +

Pn < Pan < P2 < - Pokpy < v
A[P,] < A[Pay] < A[Pa2,] < -+ A[Porp] < -+
Para los resultados que vamos analizar més adelante, nos interesan las suce-

siones de las apotemas, los perimetros y las areas. Estas tres sucesiones son
estrictamente crecientes. La primera es acotada superiormente por el radio
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(el radio es la menor de las cotas superiores); la segunda es acotada supe-
riormente por el perimetro de cualquier poligono que contenga en su interior
la circunferencia C'(O,r); la tercer es acotada superiormente por el drea de
cualquier poligono que contenga en su interior la circunferencia C'(O,r).
Para la conclusién que haremos a continuacion necesitamos el siguiente teo-
rema del calculo: (Ver texto El Célculo con Geometria Analitica de Louis
Leithold) Sea {a,} un sucesién estrictamente creciente de nimeros reales y
sea B la minima cota superior de {a,}, entonces

lim a, = B.
n—o0

Por lo tanto para las apotemas tenemos el siguiente resultado

lim agk,, = 7.
k—o00

Para los perimetros,

lim Poky,
k—o0

existe, este limite lo denotamos por L.
Para las areas,

k—oco
existe.
Definiciéon 70. 1. Por definicién al limite
lim pox,,
k—o00

lo llamamos longitud de la circunferencia y lo denotamos por L, es decir

L = lim py,
k—o0

2. Por definicion al limite

k—o00

lo Ilamamos el drea del circulo y lo denotamos por A[C(O, )], es decir

A[C(0,7)] = lim A[Py,]

Nota: el proceso anterior lo hicimos inscribiendo poligonos regulares en
la circunferencia C(O,r), en forma similar podemos hacer un proceso cir-
cunscribiendo poligonos regulares a la circunferencia C'(O, ), obteniéndose
sucesiones estrictamente decrecientes para los perimetros y las areas. Los

limites serfan L para los perimetros y A[C(O,r)] para las éreas.




8.2. LONG. DE LA CIRCUNFERENCIA Y EL NUMERO = 273

8.2.2. EIl nimero 7 y la longitud de la circunferencia
El siguiente teorema garantiza la existencia del ntimero 7.

Teorema 128.

‘La razon entre la longitud de la circunferencia y su diametro es constante.

Demostracién. (Ver Figura 13.) Para la demostraciéon tomamos dos cir-
cunferencias C(O,r) y C(O’,r") y veamos que para ambas circunferencia, los
cocientes entre la longitud de la circunferencia y su didmetro son iguales, es
decir, este cociente es el mismo, independiente de las circunferencias que se
tomen.

Ay

Figura 13.

Inscribimos en la C(O,r) un poligono regular P, = AjAy--- A, y en la
C(O',r") un poligono regular P, = A A, --- Al por lo tanto

P, ~ P,
en consecuencia AOA; Ay ~ AO' A} AL, luego
A1Ay  ALA . by 1,

T r! r r!

multiplicando por n y dividiendo por dos a ambos lados de la iltima propor-
cién, obtenemos que

In L, Do Dh
" 2r " 2r! 2r  2r!
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Si duplicamos indefinidamente el nimero de lados, obtenemos de la misma
manera en el paso k + 1 la siguiente proporcion

Dakn plgkn
2r 2!’

tomando limites a ambos lados de la proporcién, cuando k tiende a oo, se
tiene

/

’ p2k , p k
lim =2 = lim —22
k—oo 21 k—oo 217

y por las propiedades de los limites

. r ..,
o At Pt = 57 J P,
es decir,
L L
2 20

donde L, L’ son las longitudes de las circunferencias C(O,r) y C(O',r")
respectivamente.

En conclusiéon, para todas las circunferencias, el cociente % es constante, a
esta constante se le llama el nimero 7. [ |

Nota: el matemético aleméan Johan Lamber (1728-1777) demostrd que el
nimero 7 es un numero irracional, es decir, el nimero 7 tiene infinitas cifras
decimales que no se repiten periédicamente, aproximadamente 7 ~ 3,14159

Como el resultado del teorema anterior fue & = 7, entonces tenemos el

2r
siguiente corolario.

Corolario 49. La longitud de la circunferencia C(O,r) es L = 27r.

8.2.3. Area del circulo

En el capitulo de la circunferencia, definimos el circulo, denotado por
C(O,r) como la unién de la circunferencia C(O,r) y su interior, es decir

C(0,r) =C(O,r)U IntC(O,r)

Veamos el teorema del area del circulo.
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Teorema 129 (Area del circulo).
El 4rea del circulo C(O,r) es A[C(O,r)] = mr?

Demostraciéon. Como en los teoremas anteriores, inscribimos un poligono
regular P, en la circunferencia C'(O,r) y luego hacemos el proceso de dupli-
cacion de los lados, obteniéndose en el paso k + 1 el poligono regular Pox,, v
su area es

1
A[szn] = §p2kna2kn

tomado limites a ambos lados y aplicando las propiedades de los limites, se
obtiene

_ 1
A[C(O,r)] = lim A[Pyn| = kh’m SP2tnakn
— 00

k—o0

z Z. 1
T e 0 =g b S g AT

= 772 [

8.2.4. El Radian

Utilizaremos a continuacién el nimero 7 para dar una nueva medida de
angulo, que llamaremos radian.

Sea C'(O,r) una circunferencia de radio r, por lo tanto su longitud es
L =27r,

a continuacion dividimos la circunferencia en cuatro arcos congruentes; la
longitud de cada uno de ellos es

—~

UAB) = I(BC) = I(CD) = (DA) = T -

(ver Figura 14.), como los cocientes

—~

(AB) I(BC) I(CD) I(DA) =

T r T T 2
y como los cuatro arcos son congruentes, entonces los cuatro angulos al centro
son congruentes , entonces tomaremos como medida de los angulos al centro
la constante 5. Como los cuatro angulos al centro son rectos, entonces diremos
que cada dngulo recto tiene por medida § radianes. Por lo tanto el angulo
llano AOC' mide 7 radianes y la circunferencia completa mide 27 radianes.
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D
Figura 14.

Definicién 71 ((Radian). La unidad de medida radian corresponde a un
angulo al centro que subtiende un arco cuya longitud es r, para cualquier

c(o,r).
AY )
A

Figura 15.

En la Figura 15. m(A/O\B) =17

8.2.5. Longitud de arco

Teorema 130.

La longitud de un arco cuyo angulo al centro es " en una circunferencia

C(O,r) es B -r.
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Demostraciéon. En efecto, como existe una relacién directa entre longitud
de arco y angulo al centro, entonces es cierta la siguiente relacién

—~

donde L es la longitud de la circunferencia C'(O, ), es decir, es 2mr y [(AB)
es la longitud del arco AB en la C(O, ), luego

~ 7L-9T727T-7’-€T7

l(AB) r-6r. [ |
27 2

—~

Nota: cuando 6 esta dado en grados entonces I(AB) = =220

180

8.2.6. Area del sector circular

Definicién 72 (Sector circular). Es una sub-region del circulo delimitada
por dos radios y el arco (arco principal o no principal) entre los dos radios.

Si dividimos el arco del sector circular en n (n ndmero natural) arcos
congruentes, la poligonal que se obtiene uniendo los extremos de estos arcos,
se le llama poligonal regular y la denotamos por P), el lado lo denotamos
por I/, las apotemas las denotamos por a!, y el perimetro los denotamos por
pl, v el area entre los dos radios y la poligonal regular por A[OP)].

Teorema 131 (Area del sector circular).

El area del sector circular es igual al semi-producto del radio por la longitud
del arco.

Demostracién. (Ver Figura 16.)
Sea AOB un sector circular delimitado por los radios OA, OB y el arco

AB y sea P/ = AA;---A,_1B una poligonal regular inscrita en el arco AB
y sea A[OP]] = A[OAA;---A,_1B] el drea entre los radios y la poligonal

regular, luego
/ 1 , , 1 , , 1 , ,

Duplicando el nimero de lados indefinidamente, obtenemos en el paso k + 1

n*

1
ATOPY,] = 3 oy e
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r } A
Figura 16.
Tomando limites
A A , A / z 1 / ! 1 z / z /
[sector AOB] = lim A[OPy,] = Hm o -phu, e, = - Hm phe, lim age, =,

—~

1
Alsector AOB| = 5 l(AB) - r,

donde l(AAB) es la longitud del arco AB. |

T 2

Nota: si el dngulo al centro es 0" entonces Alsector AOB| = % 0"

8.2.7. Area del Segmento Circular

Definicién 73 (Segmento Circular). El segmento circular es la parte del
circulo limitada por una cuerda y el arco principal correspondiente.

En la Figura 17. la regién sombreada en el circulo C(O, ), corresponde a

un segmento circular entre el arco ACB y la cuerda AB, el cual ~denotamos
por segACB , donde h es la distancia del centro O a la cuerda AB y 0" es

la medida del angulo AOB en radianes, llamando s = { (AE’B) tenemos el

siguiente teorema, que se deja como ejercicio.
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Figura 17.

Teorema 132.

El area del segmento circular segAC'B es

AlsegACB] = 3(237" — AB+\/4r? — (AB)?)

Nota: el area del segmento circular en funciéon del angulo al centro en
radianes es

AlsegACB] = i(QrQ(‘)T — AB+/4r? — (AB)?).

8.3. Relaciones Métricas en los Poligonos Re-
gulares

Presentamos en esta seccion las relaciones que existen en algunos poligo-
nos regulares, entre sus lados y sus apotemas, en funcién del radio de la
circunferencia circunscrita.

1. El Cuadrado.
Sea el cuadrado P, = ABCD, con lado l4 y apotema a4. Sea r el radio
de la circunferencia circunscrita al poligono P, = ABCD,

en el AAOB rectangulo se tiene AB? = OA? + OB? o se que I3 = 212,

luego
l4 = \/§ -r
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Figura 18.

En el AOH A rectangulo, se tiene que OA? = AH? + OH? o sea que
2
r?=(4) + (ay)? = (@)2 + (a4)® = 5 + (ag)? luego

I |

ay =

2. El Octégono Regular.
Del cuadrado ABCD obtenemos el octéogono regular, duplicando el
nimero de lados del cuadrado es decir, uniendo los puntos medios de

los arcos AB BC CD DA con los extremos adyacentes en cada arco
(ver Figura 19.).

Como E es punto medio del AAB y F' es punto medio del CAD_entor@
EF es didmetro, luego el AAEF es rectangulo y como AH | EF
entonces

V2

I5=AE*=FEF-HE =2r-(OE—OH) =2r-(r—ay) :27"-(?"—77“)

luego
l8:7”' 2-\/5

Como O es punto medio de EF y G es punto medio de AE entonces
OG =ag = AZ—F y como el AEAF es rectangulo, entonces

V2

AF? = EF-FH =2r-(FO+OH) =2r - (r +as) = 2r- (r+ =~ -7)
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Figura 19.

AF? =122 +/2)

AF /
(Ig:T:g 2+\/§

3. El Hexagono . Sea Py = A1 Ay A3 A4 A5Ag un hexagono regular

luego

A]_ A2
T
\ (H /
\ | /
\ | /

\ | /
\ / 1
v by 6

N
L
NI/
Ag O ¥ Ag

A5 A4

Figura 20.

sea lg = A1Ay y OH = ag. Como m(@g) = % = 60 entonces el
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A A10A; es equilatero, por lo tanto A1 As = OA; = r luego

l6:7”.

En el AOH A; rectangulo, se tiene que

AlA l
OH? = OA} — A1 H? = 1% — ( 12 2)2:72_(56)2
2
2 e 2_T_:§2
=r (2) =r =1

luego

3
a6—OH—§~7’

El Triangulo Equilatero. En el Hexdgono uniendo cada dos vértices,
pero dejando uno de por medio, se obtiene un tridngulo equilatero (ver
Figura 21.)

A, Az
7
/
/
/
// le
/
/
o/
Ag Kom o= { Is Ag
\
as \
\
H \
\
/ \
/ \
/ \
/ \
A5 A4

Figura 21.

en la Figura 21., como AyAs; es diametro, entonces el AAyA A5 es
rectangulo, por lo tanto,
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luego

lg = A2A4 = \/g A
Como OA4A5A¢g es un rombo y H es punto medio de OAs, entonces

OA
(IgZOH: 2522

5. Decagono y decagono estrellado. Resolveremos el siguiente pro-
blema: dada una C(O,r), construir con regla y compéds un decdgono
regular y una estrella de diez puntas (o decdgono regular estrellado).
Primero analicemos el problema y luego haremos la construccion.

Observemos que si dividimos la circunferencia en diez arcos congruentes
y unimos estos puntos dejando dos de por medio, se obtiene una estrella
de diez puntas, ver la Figura 22.

A
J B
I
c
o
[ ]
H D
G E
F
Figura 22.

Sea AB = lyg el lado del decagono convexo y sea AD = [}, el lado de
la estrella de diez puntas (ver Figura 23.), como

—~ —~ —~ —~

m(AB) = m(BC) = m(CD) = --- = m(JA) = 36°

entonces

—~

—— 1 1
m(DAF) = 5m(DF) =5 720 = 36°,
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Figura 23.

m(ADI) = 5m(AJ) =5 720 = 36°,

luego el AADO es isosceles.
También

— 1 = 1 1
m(ABG) = 5m(AG) =54 36° = 5 144° = 72,

m(AKB) = ~[m(AB) + m(DG)]

1
5 -[36° + 108"] = 3 144° = 72°,

N | —

luego el ABAK es is6sceles.

También m(BOD) = m(BD) = 72° y m(OKD) = m(AKB) = 72,
luego el AOK D es isésceles.

De lo anterior, se concluye que AK = AB =1,y KD = 0D =r, por
lo tanto I}y = AD = AK + KD = [y + r, de aqui sacamos la primera
relacion:

lio — lio=7| (primera condicién) (8.1)
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por otro lado, m(A/O\B) = 36° = m(@), por lo tanto el AAKO es
isésceles y por tanto OK = AK = [y y por el criterio A-A,

AOKA ~ AAOD
AD_OD by _
OA_AK T_ll()

luego

Lo -liy =7*| (segunda condicién) (8.2)

Para hallar 1o y [f, con regla y compas hacemos el siguiente proce-
dimiento.

= Con centro en un punto O y radio r trazamos una circunferencia
(ver Figura 24.).

» Por O trazamos dos didmetros perpendiculares MN L AF.

= Hallamos O" punto medio de OM.

» Con centro en O y radio O'M (O'M = O'O = §), trazo circunfe-
rencia.

F
Figura 24.

» Uno A con O y prolongo hasta corta la C(O',O'M) en Py Q.
» Entonces AP =10y AQ =1},




286

CAPITULO 8. AREAS

Justificacion: veamos que AP y AQ) cumplen las propiedades 8.1 y
8.2.

En efecto: AQ — AP = PQ =20'M =r

y como AO es tangente a la C(O',O'M) en O entonces por el teorema
114, AP - AQ = AO? = r?

Ahora hallemos 1o y [}, en funcién del radio.
Como AAOQO’ es rectdngulo, entonces por el teorema de Pitdgoras

AO' = VAOZ + 007 = | |72+ (L)2 = V5,

2 2
pero como
5
es decir .
llO — 5(\/5 o ]_)
También

AQ = AP+ PQ=lo+r=(V5-1)+r=(V5+1)

El Pentagono y el Pentagono Regular Estrellado. Resolveremos
el siguiente problema: dada una C(O, ), construir con regla y compas
un pentagono y un pentagono regular estrellado y con esta construc-
cién también podremos construir un decagono regular y una estrella de
diez puntas (problema anterior).

Primero analicemos el problema y luego haremos la construccion.

Si la C(O,r) la dividimos en diez arcos congruentes y después uni-
mos los puntos de division, dejando uno de por medio, obtenemos un
pentagono regular y si unimos sus puntos dejando tres de por medio,
obtenemos un pentagono regular estrellado, (ver Figura 25.)

En la Figura 26. tenemos que AC =[5, AE =1, CF =1,y EF = lj.
Como AF es diametro, entonces los triangulos AACF y AAEF son
triangulos rectangulos,

2
ls = /A2 — I, = \/47’2 - TZ(\/5+ 1)2 = g\/10—2\/5
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Figura 25.

Iy = g\/m—z\/g

Figura 26.

y también

IL= /42 — 2, = g\/10+2\/§
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IL = g\/10+2\/3

Ahora veamos las relaciones que deben cumplir I5, l5 y l10, [}, en térmi-
nos del radio. Como los tridngulos AACF y ANAFEF son triangulos
rectangulos, entonces por el teorema de Pitagoras

(1) + (I)* = 4r® (x) 'y (I5)* + Iy = 4r® (%)

y como I}y — l19 = r (ver la condicién 8.1) y elevando al cuadrado esta
ultima expresion
(l/IO)Q + (llO)2 — 2liglo = r?,

pero iyl = 72 (ver la condicién 8.2), entonces
(l19)* + (ho)* = 31

despejando (I},)? y sustituyendo en (*):12 + 3r% — (I39)* = 4r? o sea
que

2

I2 — 2, =r*| (tercera condici6n) (8.3)

y despejando (l19)? y sustituyendo en (**): (IL)* + 3r? — (I}5)> = 412 o
sea que

(1) = (I}y)* = r*| (cuarta condicién) (8.4)

Ahora construiremos simultaneamente I5, I%, [19, [}, dada la circunferen-

cia C(O,r).

Para hallar l5,1{, [0, [}, con regla y compés hacemos el siguiente proce-
dimiento.

= Con centro en un punto O y radio r trazamos una circunferencia
(ver Figura 27.).

» Por O trazamos el didmetro M N perpendicular con el radio OA,
es decir, MN 1 OA.

» Hallamos O’ punto medio de OM.

= Con centro en O y radio O’ A , trazo circunferencia, la cual corta
—
aMNenPyQ.
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Figura 27.

Uno P con Ay () con A.
Entonces OP = l1g, OQ =1}y, AP =15y AQ =1}.

Justificacion: veamos que OP, OQ, APy AQ cumplen las condiciones
8.1, 82,83y 84.

veamos que OP y OQ cumplen la condicion 8.1. En efecto, como
g es punto medio.de OM y O’ es punto medio de P() entonces
OP = M@, luego

0Q — 0P =0Q — MQ =r.

veamos que OP y OQ cumplen la condicion 8.2. En efecto, como
QP es didmetro, entonces el AQAP es rectangulo y por tanto,
por el teorema 102,

OP -0Q = 0A* = r?
veamos que AP y OP cumplen la condiciéon 8.3. En efecto, como
el AOAP es rectangulo, entonces

AP? — OP? = OA* = ?

veamos que OQ y AQ cumplen la condicion 8.4. En efecto, como
el AOAQ es rectangulo, entonces

AQ? — OQ? = 0 A% = 2
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8.4. Ejercicios y Problemas de Areas.

1. El perimetro y las medidas de las diagonales de un rombo miden 34 y
la relacién entre un lado y una diagonal es %. Hallar el area del rombo.

2. Las bases de un trapecio miden a y 3a, uno de los lados oblicuos es
congruente con la base menor del trapecio y forma un dngulo de 45°
con la base mayor. Hallar el area del trapecio.

3. Dado el AABC, si CM y BN son medianas. Mostrar que

A[ABCM| = A[ABCN].

4. Sea AB C'D un cuadrildtero tal que sus diagonales AC vy BD se cortan
en Oy OD = OB. Mostrar que A|/AADC| = A|[AABC.

5. Sea AABC un triangulo rectdangulo en B, BM mediana, BC' = a,
AC =2a, CE | BM, BE || AC'. Calcular las siguientes areas:
ABMCE], AIANAMB|, A[AABC.

6. Sea ABCD un rectangulo cuyos lados miden 24 y 12, E' es el punto
medio de DC'. Hallar la medida del segmento AF tal que A/ABEF] =
B A[ABED]; hallar el drea del ABEC.

7. Sea ABC'D un rectangulo, E punto medio de AB, AB =12, BC =6

a) Calcular el drea del rectangulo ABC'D

b) Calcular el drea del trapecio AECD

¢) Sea F un punto entre C'y D. Hallar AF tal que el area del AFCFE
sea % del area del cuadrilatero FC'BE

8. Dos circunferencias C(O,r), C(0',r) donde r = 1 y cada una de ellas

pasando por el centro de la otra, se cortan en A y B, sea {C} =

55 N C(O,r). Hallar:

a) Las medidas de los dngulos BCO' ) O/’Ei BAC

b) La longitud del perimetro del rombo OAO’'B

c¢) El érea del rombo.
)

d) La superficie comun a los dos circulos.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Las bases de un trapecio miden a y 3a, uno de los lados oblicuos es
igual a la base menor y forma un angulo de 45° con la base mayor.
Hallar el area del trapecio.

Dado un AABC rectédngulo en A, cuya hipotenusa BC mide 2a, m(a) =
30°. Se traza la mediana AM y por los puntos A y B se trazan paralelas

a BC'y AM respectivamente, estas paralelas se cortan en N. Hallar el
area del cuadrilatero AM BN.

Dado un rectdngulo ABCD con AB = 34 y BC = 20 y sobre AB
un punto N tal que AN = 10. Determinar sobre CD un punto M tal
que la diferencia de areas de los trapecios ADMN y BCMN sea 80
unidades cuadradas.

En un trapecio rectangulo ABDC' de altura AC' = 20, de bases AB =

— - > <
27, CD = 45 se traza un recta EF|| AC con E €AB y F €CD.

Determinar sobre la base C'D dos puntos F' y G tales que el trapecio
— —

quede dividido por las rectas EF y EG en tres partes equivalentes.

Las dos bases de un trapecio miden 15 y 27 cm. Se une uno de los
extremos de la base menor con un punto M de la base mayor tal que
el tridngulo y el cuadrilatero que se forman tienen la misma area, en-
contrar el punto M.

Mostrar que el triangulo determinado por las rectas que van del punto
medio de uno de los lados no paralelos de un trapecio a los vértices
opuestos es equivalente a la mitad del trapecio.

Hallar una férmula para calcular el area comprendida entre tres circun-
ferencias del mismo radio y tangentes exteriormente.

Se tiene un AABC inscrito en una circunferencia de radio R. Sabiendo
que m(BAC) = 60° y m(ABC) = 45°. Encontrar el drea del tridngulo.
(Rta.: (3 4+ v/3))

Si los lados de un tridngulo miden 84,84 y 60, y el perimetro de un
triangulo semejante a este es 285.

a) Cuales son las medidas de los lados del segundo tridngulo?

b) Cual es el area del segundo tridngulo?
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

c¢) Cual es la longitud de la altura del primer tridngulo?.

Demostrar que en un tridngulo, cualquiera de las medianas lo divide
en dos tridngulos equivalentes.

Dado el AABC con medianas BN y CM relativas a AC' y AB respec-
tivamente, las cuales se cortan en O. Probar que las regiones determina-
das por el cuadrilatero ANOM vy el triangulo ABOC', son equivalentes.

Demostrar que el drea de un trapecio es igual al producto de la altu-
ra por la base media del trapecio. (la base media de un trapecio es
el segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos del
trapecio)

Demostrar que la relacién de poligonos equivalentes es una relacién de
equivalencia.

Dado un triangulo equilatero de lado x, probar que la longitud de cual-
quiera de sus alturas es: h = %g

El érea de un hexdgono regular es 50v/3 centimetros cuadrados. Cuales
son el perimetro y la apotema?

Si un tridngulo equildtero y un hexdgono regular tienen el mismo peri-
metro. Hallar la razon de sus areas.

La longitud de cada uno de los lados de un octégono regular es 2
centimetros. Cual es su area?

Sea ABC'D un cuadrado de lado a, sea £/ un punto entre Dy Ay F
un punto entre Ay B, H € EC(\DF. Si DE = AF = %a, mostrar
que:

a) DF L EC, b) [ADEH] = 4a* c) [CHFB]=ila?

Si la apotema de un hexdgono regular es de 5 metros. Cuales son el
perimetro y el area?

Sea el triangulo AABC, con D entre Ay C, AC =2 CB,AB = BD,
probar que: (mAB)? = (mAC).(mAD)
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29. Sea el trigngulo AABC acutangulo, con AD, BE,CF las alturas res-
pectivas, las cuales se cortan en O, probar que:

mAF mBD mCE = mAE. mBF.mCD

30. Sea el trapecio ABC'D con lados paralelos AB y DC, sea E el punto
de corte de las diagonales, probar que

mAE. mDE = mBE.mCFE

31. Seael tridngulo AABC acutéangulo, con AD | BC,BE L AC,AD(\BE =
{F}, probar que:
mAD mBC
mAC mBE
32. Sean D, FE y F los puntos medios de los lados de un triangulo AABC,
probar que ADEF ~ AABC

33. Sea el tridngulo AABC', con D entre B by C C, E entre Ay C, F entre
Ay B, DF 1| AB,DE 1 AC, ABC = ACB probar que:

mEFD  mBD
mED _ mCD

34. Sea el tridngulo AABC', con D entre By C, E entre Ay C, F entre
Ay B, AD 1. BC, AFDFE rectangulo, probar que:

A(AFDE) = VmAE.mAF.mBF.mCE

35. Sea el tridngulo AABC' is6sceles con ABC recto, D punto medio de
AB, E punto medio de BD sombrear el triangulo AC'DE. Hallar:

a) El drea de la regién sombreada en funcién del drea del tridngulo
AABC.

b) El drea de la regién no sombreada en funcién del drea del tridngulo
AABC.

c¢) La razén entre el drea de la regiéon no sombreada y el tridngulo
AABC.
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(Rta.: a)%A[AABC], b)%A[AABC], % )

36. Sea ABC'D un trapecio con AB || DC, E punto medio de AB. Mostrar
que AECD = EBCD.

37. Demostrar que las tres medianas de un triangulo determinan seis triangu-
los equivalentes.

38. Sea ABCD un trapecio con AB || DC, sea E el punto medio de BC'.
Probar que:

A(ABCD
AaE) - AUABCD)

39. Sea el tridngulo AABC' equilatero sea h la medida de cualquiera de
las alturas del tridngulo, sea D un punto cualquiera en el interior del
triangulo, sean DE 1 AB, DF 1 AC, DG 1 BC. Probar que:

mDE +~mDF +mDG = h.

40. Sea ABCD un cuadrado de lado 3 metros, si se cortan tridngulos
rectangulos isésceles en las esquinas, de longitud de cada cateto z,
formandose un octégono regular, hallar el valor de = y el drea del
octogono.

41. Si la razén entre el apotema de un cuadrado y el apotema de un
hexagono regular es % y la medida del lado del cuadrado es 12 centime-
tros. Hallar el drea del hexagono.

42. Mostrar que el area de un triangulo de lados a, b, ¢ es igual a j—l;g,
donde R es el radio de la circunferencia circunscrita.

43. Mostrar que el drea de un triangulo es pr, donde r es el radio de la
circunferencia inscrita y p es el semi-perimetro del tridngulo.

44. Demostrar que la suma de las areas

de las linulas construidas sobre un
tridngulo rectangulo es igual al area de
dicho tridngulo. (ver Figura)
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45.

46.

47.

48.

49.
0.

ol.
52.
93.
54.

25.

Sea P un punto en el interior del paralelogramo ABC'D. Si se une P
con los vértices del paralelogramo. Demostrar que

A[AAPB] + A|[ADPC] = A|/ABPC) + A[AAPD]

Los dos segmentos en queda dividida la hipotenusa de un triangulo
rectangulo por el punto de contacto de la circunferencia inscrita, miden
3mt. y 2mt. Calcular el area del tridngulo.

Construir un cuadrado que sea equivalente a la suma de dos cuadrados

dados.

Construir un cuadrado que sea equivalente a la diferencia de dos cua-
drado dados.

Construir un cuadrado que sea la suma de tres cuadrados dados.

Construir un poligono semejante a dos poligonos semejantes dados y
sea equivalente a la suma de los dos poligonos dados.

Construir un cuadrado equivalente a un paralelogramo dado.
Construir un cuadrado equivalente a un triangulo dado.

Construir un cuadrado equivalente a un poligono dado.

Construir un rectangulo equivalente a un cuadrado dado, conociendo:

a) la suma de la base y la altura del rectdngulo;

b) la diferencia entre la base y la altura del rectdngulo.

A M B
St ABC'D es un cuadrado de lado 2a y
M es punto medio de AB y N es punto
medio de AD. Hallar el 4rea sombrea-
da. N

(Rta. 12a?
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56. Si ABCD es un cuadrado de lado 7a,
DFE =2a, FF = 3ay FA = 2a. Hallar
el area sombreada.

(Rta. 2 (7 —2))

2

57. Si ABCD es un cuadradide lado 2a
y M es punto medio de AB . Hallar el
area sombreada.

58. Si ABCD es un cuadrado de lado a. Ha-
llar el area sombreada.

A B

A

7|

F

D
A

D

ve]@!

C

59. Si ABCD es un cuadrado de lado a. Ha-
llar el 4rea sombreada.
(Rta.: a*(5 +1— V/3)
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60. Las tres circunferencias tienen radio a y
son tangentes exteriormente dos a dos.
Hallar el area sombreada.

A B
61. Si ABCD es un cuadrado de lado a. Ha-
llar el area sombreada.
D C
62. Hallar el area sombreada en la tuerca,
en términos de a y b.
a (Rta.: 2a(v2 — 1) — Zb?)
C

63. Las circunferencias C(O,a) y
C(D,a) en la Figura son con-
gruentes, OB = 2a, BC'y BA O D B
son tangentes (porqué?), D €
C(0,a) y O € C(D,a). Hallar
el area de la region sombreada.

(Rta.: a*(v3 — Z))

64. Eratdstenes (275 A. C.) calculé la circunferencia de la Tierra con un
método ingenioso. Supuso que los rayos del Sol eran paralelos y des-
cubrié que cuando el Sol se encontraba exactamente sobre Alejandria
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67.

68.

69.

(punto A en la figura), sus rayos formaban un angulo de 7,29 con un
poste vertical situado a 500 millas, en Siena (Asudn)(punto B en la
figura). Ademds, supuso que el dngulo central o también media 7,2°.
Dedujo que la relacion del dangulo central o a 500 millas seria igual a
la relacion del total de grados de una circunferencia para completar la
longitud de la circunferencia de la Tierra. Hallar la proporcion y calcula
la circunferencia de la Tierra. (Rta. 3979 millas, radio real:4183 millas)

66. En la figura, el AABC' es equilatero de lado 2a,
sobre los lados AB, AC' y BC' se construyen cua-

B C drados. Hallar el drea de cada una de las regiones

sombreadas.

(Rta.: a*V/3)

En el AABC,sea M € BC'y N € AC, sea O € AM N BN. Si el area
del AABO y el area del AAON es 7y el area del ABOM es 3, hallar
el area del cuadrildtero OMCN.

(Rta.: 18)

(Teorema de Ceva) Sea X € Int(BC),Y € Int(AC)y Z € Int(AB) en
el AABC. La condicién necesaria y suficiente para que los segmentos

AX, BY y CZ sean concurrentes es que == - = - 22 =

(Teorema de Menelao) Sea el AABC, sean X, Y y Z tres puntos dis-

> < —
tintos de los puntos A, By C ysea X €¢BC,Y €AC y Z €AB. La

condicién necesaria y suficiente para que los puntos X, Y y Z sean

. BX  CY . AZ _
colineales es que &5 - 7 - 57 = 1




APENDICE A
TEORIA DE INVERSION

A.1. Inversos de puntos en el plano

Las inversiones constituyen un tipo de trasformaciones geométricas que
trasforman rectas en circunferencias y circunferencias en rectas y envian
angulos en angulos congruentes.

Definicién 74. Dada una circunferencia C(O,r) y un punto P en el plano

de la circunferencia, el inverso de P con respecto a la circunferencia es un
—

punto P" en la semirecta OP tal que

OP-OP =2

Figura 1.

299
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La circunferencia C'(O, r) se le llama la circunferencia de inversion, al cen-
tro O se le llama centro de inversion y a r se le llama el radio de inversion.
De la definicién se observa que también P es el inverso de P’y que cada
punto del plano, excepto O, tiene inverso respecto a la circunferencia y todos
los puntos A € C(O,r) se transforman en si mismo, a estos puntos los llama-
mos puntos dobles y a C'(O,r) se le llama circunferencia de puntos dobles.
También decimos que P y P’ son homodlogos bajo la inversion.

Teorema 133.
Si P es un punto exterior a la circunferencia de inversion C(O,r), entonces
su inverso P’ es interior a la circunferencia y reciprocamente.

Demostracién. En efecto, como P es exterior a la circunferencia C'(O,r),
entonces OP > r, y como P’ es el inverso de P, entonces OP - OP' = r?,

luego r - OP' < r? y simplicando OP’ < r. [ |

Teorema 134.

Si A y B son puntos exteriores a la circunferencia de inversion C(O,r) y
OA > OB, entonces sus inversos A’ y B’ son interiores a la circunferencia
de inversion y OA" < OB'.

Demostracién. Por el teorema anterior, como por hipotésis A y B son
exteriores, entonces sus inversos A’ y B’ son interiores y por la definicién de
inverso

OA-OA' =r>=0B-0OB'

luego OA = O”—Z, y OB = OT—;, y como por hipétesis OA > OB, entonces

7,2 7,,2

OA' ~ OB
luego OA" < OB'. |

El siguiente teorema nos permite hacer la construcciéon con regla y compas,
del inverso de un punto en el interior de la circunferencia de inversién

Teorema 135.

Sea P un punto en el interior de la circunferencia de inversion C(O,r).
Entonces la intercepcion de las rectas tangentes a C(O,r) en los extremos

—)
de la cuerda perpendicular a OP en P es el inverso P’ de P respecto a

C(O,r).
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A

B

Figura 2.

Demostracién. (Ver Figura 2.). Sea AB la cuerda perpendicular a O—]5 en P
y sea P’ el punto de interseccién de las tangentes a C(O,r) en Ay B. Luego
P es punto medio de AB y como AP’ =2 BP' entonces el AABP’ es isésceles
y por tanto PP’ L AB, luego O, P, P’ son colineales. Como OAL AP’ entonces
el AOAP’ es rectangulo con PALOP’ y por el teorema de las propiedades
métricas del tridngulo rectangulo: OB%* = OP - OP' = r?, luego P’ es el
inverso de P con respecto a C'(O, ). |

Teorema 136.

Sea P un punto en el exterior de la circunferencia de inversion C(O,r).
Entonces el punto medio de la cuerda comiin a las circunferencias C(O,r) y
la de diametro OP es el inverso del punto P con respecto a la circunferencia

C(O,r).

Demostracién. (Ver Figura 3.). Sea C'(O, r) la circunferencia de inversién y
sea P un punto en el exterior de la circunferencia de inversion, luego OP > r
y por tanto la circunferencia de didmetro OP intercepta la C(O,r), sean
Ay B los punto de intercepcién. Sea P’ el punto medio de AB. Veamos
que P’ es el inverso de P con respecto a C'(O,r). En efecto, como P’ es
punto medio de AB entonces OP’ 1L AB y como OP es didmetro, entonces
OALAP y OBLBP luego AP y BP son tangentes a la C(O,r) en Ay B
respectivamente, por lo tanto el AABP es isésceles y por el teorema de las
propiedades del tridngulo isésceles, P"P1LAB, luego O, P', P son colineales y
por el teorema de las propiedades métricas del triangulo rectangulo:

OP-OP' = 0A? =12,

por tanto P’ es el inverso de P con respecto a la C(O,r). n
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A.2. Inverso de circunferencias y rectas

Veremos a continuacién varios teoremas que nos dicen cuando una cir-
cunferencia se transforma en una circunferencia, cuando una circunferencia
se transforma en una recta y cuando una recta se transforma en una recta.

Teorema 137.

Sea C'(O, r) una circunferencia de inversion y sea C'(O, R) una circunferencia
concéntrica con la circunferencia de inversion. Entonces el lugar geométrico
de los puntos inversos de la C(O, R) es otra circunferencia concéntrica de

P
radio =

Demostracién. Probemos primero que para todo punto P € C(O, R), su
inverso P’ esta sobre una circunferencia de centro O y radio %. Supongamos
que R < r; entonces como P’ es el inverso de P, se debe cumplir que OP -
OP' = 12, pero OP = R, luego para todo P’ inverso de P se cumple que
OP = % y OP" > r, por lo tanto P’ pertenece a una circunferencia de centro
O y radio % > 7.

Reciprocamente, veamos que si P’ es un punto de la circunferencia de centro

O y radio % entonces su inverso es un punto P € C(O, R). En efecto, como

P’ es exterior a la circunferencia de inversién entonces su inverso P esta en

el interior de dicha circunferencia y se debe cumplir que OP - OP' = r?,

luego OP = O’”—;, pero como OP' = %, entonces, OP = :—; = R, luego
R

P e C(O,R). |
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Teorema 138.

Sea C(O,r) una circunferencia de inversién y sean | y 7 las dos semirrectas
en que O divide a l. Entonces el lugar geométrico de los puntos inversos de
las semirrectas | y 7 sonl y 7 respectivamente.

Demostracién. (Ver Figura 4.) Si P € IntC(O,r) entonces su inverso P’ €
—
ExtC(O,r)y P' €OP=[. Reciprocamente, si P’ € ExtC(O,r) entonces su
—
inverso P € IntC(O,r)y P €OP'=1. |

¢+ O
[ Rav

o~

Figura 4.

Este teorema muestra que toda recta que pase por el centro de inversion se
trasforma en si misma, en este caso decimos que esta figura es doble, aunque
sus puntos no son dobles.

Teorema 139.
Toda circunferencia que pase por dos puntos homodlogos en la inversion es

doble y es ortogonal a la circunferencia de inversion. Reciprocamente, si
una circunferencia es ortogonal a la circunferencia de inversion entonces es

doble.

Corolario 50. Dos pares de puntos homdélogos bajo la inversién, no ali-
neados, son ciclicos.

Teorema 140.
Sean A, B puntos exteriores a la circunferencia de inversion C(O,r) y sean

A’, B’ los inversos de A, B respectivamente. Entonces los triangulos AOAB
v AOA’B’ son semejantes.
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B~

Figura 5.

Demostracién. (Ver Figura 5.) Sean A, B puntos exteriores a la circunfe-
rencia de inversién C(O,r) y sean A’, B’ sus respectivos inversos, entonces
por la definiciéon de punto inverso, se cumple que

OA-OA' =r>=0B-0B

y por lo tanto
OA OB

OB OA

y como AOB = BOA , entonces por el criterio de semejanza P-A-P:

AOAB ~ AOA'B'.

Nota: de la demostracién anterior se concluye que

o —

ABO =~ B'A'O, BAO =~ A'BO. _

Teorema 141.
Sea C(O,r) la circunferencia de inversion y sea | una recta que no pasa
por el centro de inversién O. Entonces el inverso de | respecto de C(O,r),
es una circunferencia que pasa por O. Reciprocamente, la figura inversa de
una circunferencia que pasa por el centro de inversion O es una recta que
no pasa por O.

Demostracién. (Ver Figura 6.) Sea C(O,r) la circunferencia de inversién y
sea [ una recta tal que O ¢ . Sea A € [ tal que OA_LL, sea A’ el inverso de A
respecto C'(O,r), por tanto OA - OA’ = r? . Veamos que todos los puntos de
la circunferencia C’ de didmetro OA’, excepto O son los inversos de la recta
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Figura 6.

e
[.Sea B € lysea B’ €OB tal que B’ esta en la interseccion de la semirrecta
—

OB con la circunferencia C’, entonces por el teorema anterior los tridngulos
rectangulos AOB’A" y AOAB son semejantes, por lo tanto

OB  0OA

OA” OB

luego OB - OB’ = OA-OA’ = r?, luego B’ que pertenece a la circunferencia
C’, es el inverso de B, con B € [.
Reciprocamente, si B’ # O es un punto de la circunferencia C’, veamos que

H
su inverso esta en larecta l. Sea { B} = IN OB’, veamos que B es el inverso de
B’ respecto de C'(O, r). En efecto, como los tridngulos AOB’A’ y AOAB son
rectangulos y tienen un angulo comun, entonces son semejantes, por tanto:

OB"  OA

OA OB’
es decir, OB-OB' = OA-OA' = r?, luego B es el inverso de B’ con respecto
a C(O;r). [

Teorema 142.

Si una recta es exterior a la circunferencia de inversion C(O, ), entonces su
inversa es una circunferencia que pasa por O y es interior a la circunferencia
de inversion.

Demostracion. Sea [ una recta exterior a la circunferencia de inversiéon
C(O,r), por tanto, todos los puntos de [ son exteriores a la circunferencia
de inversién C(O,r) y por teorema anterior, sus inversos son interiores a
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la circunferencia de inversiéon y como el inverso de una recta que no pasa
por O es una circunferencia que pasa por O, entonces la inversa de [ es
una circunferencia que esta en el interior de la circunferencia de inversién

C(O,r). |




BIBLIOGRAFIA

[1] Guerrero G. Ana Berenice. Geometria: desarrollo aziomdtico, primera
ediciéon ECOE Ediciones (2006).

[2] Clemens, S.R. Geometria, Primera edicién. Addison-Wesley Longman,
México 1998.

[3] Alvarez E. Elementos de Geometria con numerosos ejercicios y geo-
metria del compds, primera edicién. Universidad de Medellin. Medellin
2000.

[4] Moise, Edwin E  Elementos de Geometria Superior , Centro Regional de
Ayuda Técnica (ALD.).

[5] Villegas, Celia y Valencia, Santiago Geometria Euclidiana, Universidad
Nacional. 1988

6] Adan P., Puig Curso de Geometria Métrica,dos tomos, sexta edicion.

Madrid. 1958.

[7] Hemerling, Edwin ~ Geometria Elemental , Limusa Wiley.

307



[INDICE ALFABETICO

Angulo de segmento, 25
exterior , 86 de continuidad, 75
inscrito , 176 de las paralelas, 96
semiinscrito, 178 de paralelismo, 75

Angulos de Playfair, 97
adyacentes, 36 de separacion
alternos internos, 82 de la recta, 13
complementarios, 81 del espacio, 17
correspondientes, 82 del plano, 14
interiores, 83 quinto postulado de Euclides, 95
opuestos por el vértice, 36 Axiomas
suplementarios, 81 de areas, 259

Altura, 60 de congruenca, 25
.. " de incidencia, 6

Aplicaciones del Teorema de Pitago-

de orden, 9
ras, 223

Arco capaz, 176 Bibliograffa, 307

Axiomatica Bisectriz, 60
formal, 2
genética, 2 Circunferencias

Axioma tangentes exteriores, 163
de Arquimedes, 75 tangentes interiores, 164
de Cantor, 75 Clases de axiomas, 6
de congruencia A-L-A, 32 Condiciones
de construccién de los axiomas, 3

de angulo, 27 Construcciéon

308



INDICE ALFABETICO 309

de la circunferencia, 156 Cuerdas y arcos, 169
con regla y compas, 26
conjugado armonico, 232 Definicién
conjugados armoénicos, 233 dngulo de un poligono, 130
cuarta proporcional cuadrilatero ciclico , 183
de tres segmentos, 231 de > para dngulos, 44
de angulo, 42 de > para segmentos, 44
de la bisectriz, 63 de angulo, 17
de la perpendicular de angulo
en un punto de una recta, 64 llano, 17
por un punto exterior de una nulo, 17
recta, 65 semiinscrito, 178
de la tangente, 160 de angulo agudo, 50
de las tangentes de angulo al centro, 155
por un punto exterior, 166 de dangulo exterior
de paralela de un poligono, 130
por un punto exterior, 84 de dngulo inscrito, 176
de segmento, 26 de angulo obtuso, 50
de un tridngulo, 65, 66 de angulo recto, 48
del arco capaz, 179 de &rea unitaria, 260
del decégono, 283 de altura, 60
del decagono estrellado, 283 de apotema, 190
del pentagono, 286 de arco, 153
del pentdgono estrellado, 286 de arco capaz, 176
del punto medio, 62 de arco no principal, 154
dividir un segmento de arco principal, 154
en segmentos congruentes, 229 de arcos adyacentes, 169
en una proporcion dada, 230 de arcos principales
media proporcionalidad, 234 congruentes, 169
simultanea de de axioma, 2
pentagono, pentdgono estrella- de bisectriz, 54, 60
do, decagono, decagono estre- de circulo, 153
llado , 288 de circunferencia, 151
Criterio de circunferencias congruentes, 169
L-A-L en desigualdades, 115 de cuadrado, 133
L-L-L en desigualdades, 117 de cuarta proporcional, 201
Cuadrilatero de cuerda, 153

ciclico, 183 de diametro, 153




310

INDICE ALFABETICO

de diagonal, 130
de divisiéon armonica, 212
de eje radical, 243

de exterior de la circunferencia,

152

de extremos de una proporcién,

201
de figura, 11
de figura convexa, 11
de grado, 80

de interior de la circunferencia, 151

de interior de segmento, 10

de interior de un poligono C-simple,

128
de Lugar Geométrico, 104
de media proporcional, 202
de mediana, 60
de mediatriz, 60
de medida de arcos, 169

de medios de una proporcién, 201

de paralelogramo, 133

de perimetro del poligono, 127
de Poligono, 127

de poligono concavo, 128

de poligono convexo, 128

de poligono irregular, 129

de poligono regular, 129

de Poligono Simple , 128

de poligonos congruentes, 214
de poligonos equivalentes, 260
de Poligonal, 127

de potencia de un punto, 240
de proporcién, 201

de proyeccién ortogonal, 90, 219

de punto medio, 53
de radian, 276
de radio
de la circunferencia, 151

de razon, 201

de razén en un segmento, 202

de rectangulo, 133

de rombo, 133

de secante a una circunferencia,
153

de sector circular, 277

de segmento, 10

de segmento circular, 278

de segmento nulo, 10

de segmentos conmensurables , 204

de segmentos inconmensurables ,
204

de semejanza de poligonos, 213

de semejanza de triangulos, 214

de semiplano, 15

de semirrecta, 13

de semirrectas opuestas, 14

de tangente, 153

de trapecio, 133

de triangulo, 30

de tridangulo acutangulo, 133

de triangulo equidngulo, 133

de tridngulo equilatero, 40

de triangulo escaleno, 133

de triangulo isésceles, 35

de triangulo obtusangulo, 133

de triangulo rectangulo, 51

de triangulos comgruentes, 31

exterior de un poligono, 130

poligono regular, 188

Desigualdades, 43
Desigualdades

en el triangulo , 110

Distancia

de un punto a una recta, 90
entre paralelas, 104




INDICE ALFABETICO 311

Lado de Playfair, 97
del decagono, 286 Punto
del decagono estrellado, 286 exterior de un poligono, 129
del pentdagono, 287 interior de un poligono C-simple,
del pentédgono estrellado, 288 128
Lado y apotema Puntos
del cuadrado, 279 colineales, 6
del hexagono, 281 coplanares, 6
del octogono, 280 simétricos, 161
del tridngulo equilatero, 282
Lema. Rectas paralelas, 81

fundamental del paralelismo, 203 Relaciones primitivas, 5

Lugar Geométrico

i i Sistema axiomatico, 1
la bisectriz, 94

la mediatriz, 94 Términos primitivos, 2, 5
) » Teoria deductiva, 2
Met(?dos de demostracion, 3 Teorerna
Mediana, 60 drea del circulo, 275
Med@trlz, 60 drea del paralelogramo, 261
Medida

area del poligono regular, 267
area del rectangulo, 260
area del rombo, 266
area del sector circular, 277
area del segmento circular, 279
area del triangulo, 262
congruencia

de los angulos rectos , 49
cuadratura de un poligono, 267

de angulos, 79

de arcos, 169

de segmentos, 78
Medida de arcos, 169

Ntmero 7, 273
Nota Historica
quinto postulado de Euclides, 96

Par lineal, 36 de congruencia A-L-A, 34
Perpendicularidad, 48 de congruencia L-A-A, 91
Poligono de congruencia L-L-L, 41
circunscrito a una circunferencia, de congruencias
183 de triangulos rectangulos, 93
inscrito en una circunferencia, 182 de existencia
Poligono regular, 188 de la perpendicular, 57
Poligonos de las rectas paralelas, 91
equivalentes , 260 del angulo recto, 48

Postulado del eje radical, 242




312

INDICE ALFABETICO

del punto medio, 51
de existencia y unicidad
de la circunferencia , 155
de la perpendicular por un pun-
to exterior, 87
de la barra transversal, 22
de la bisectriz, 94
de la mediatriz, 94
de la paralela media
en el tridngulo, 106
de la propiedades
del paralelogramo , 136
del rectangulo, 140
del rombo, 141
del trapecio, 142
de la proporcionalidad
en el tridngulo rectangulo, 220
de la suma de los angulos
de un triangulo, 105
de las oblicuas, 113
de las propiedades
del tridngulo isoésceles , 60
de las tangentes
por un punto exterior, 164
de los angulos
alternos internos, 83, 102
correspondientes, 84
de los cuadrilateros ciclicos, 183,
184
de Pitagoras, 221
de proporcionalidad
de la bisectriz, 209
de la bisectriz exterior, 211
de semejanza A-A, 215
de semejanza P-A-P, 216
de semejanza P-P-P, 217
de Steiner-Lehmus, 187
de Stewart, 225

de Tales, 204
de Tales en el triangulo, 207
de Tolomeo, 235
de unicidad

de la bisectriz, 55

de la perpendicular, 57

del punto medio, 53
del angulo

semi-inscrito, 178
del dngulo exterior , 86
del dngulo inscrito, 176
del baricentro, 138
del circuncentro, 109
del incentro, 109
del ortocentro, 109
del par lineal, 37
del tridngulo isoésceles, 40
desigualdad triangular, 114
existencia

de la bisectriz, 54
férmula de Herdn, 264
ley de cosenos, 223
ley de tricotomia

para segmentos , 45
longitud de arco, 276
longitud de la circunferencia, 274
propiedad de la tangente, 159
propiedad transitiva

para segmentos, 46
propiedades del eje radical, 243
recta de Simson, 185
sucesiones crecientes y decrecien-

tes, 272

Unidad

de area, 260

Unidad de medida

grado, 80




